NGUYỄN ĐỊNH - NGUYỄN HOÀNG 


HÌI số IIÉI số TI( 


(CƠ SỞ GIẢI TÍCH HIỆN ĐẠI) 


GIÁO TRÌNH DÙNG CHO SINH VIÊN KHOA TOÁN 
CÁC TRƯỜNG ĐẠI HỌC 


NGUYÊN ĐỊNH - NGUYỄN HOÀNG 


HÀM SỐ BIẾN SỐ THỰC 
(CƠ SỞ GIẢI TÍCH HIỆN ĐẠI) 


GIÁO TRÌNH DÙNG CHO SINH VIÊN KHOA TOÁN CÁC TRƯỜNG ĐẠI HỌC 


(Tái bản lần thứ hai) 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC 


Bản quyền thuộc Nhà xuất bản Giáo dục. 


11_— 2007/CXB/231 —- 2119/GD Mã số : 7K410n7 —- D 


As” 


LỜI NÓI ĐẦU 


Cuốn sách này trình bày các kiến thức cơ sở của giải tích hiện đại từ 
những khái niệm ban đầu của không gian mêtric, không gian tôpô, lí thuyết 
độ đo và tích phân Lebesgue. Qua thực tế và kinh nghiệm giảng dạy, chúng 
tôi chọn những nội dung tối thiểu về giải tích cho sinh viên khoa Toán ở các 
trường ĐHSP và ĐHKH cho dù về sau sinh viên đó trở thành giáo viên hay 
là cán bộ nghiên cứu ở các ngành khác nhau. Đặc thù của phần kiến thức 
này là nặng về suy luận trừu tượng, lí thuyết, khác với phần giải tích cổ điển, 
thường tập trung cho các kĩ năng tính toán biến đổi. 


Cuốn sách bao gồm 4. chương chính. Chương 1 dành cho khái niệm 
mêtric, là cửa ngõ đi vào các phần khác nhau của giải tích hàm (tuyến tính 
hay phi tuyến). Chương 2 trình bày các yếu tố tổng quát và cơ bản của giải 
tích, đó là không gian tôpô. Chúng tôi không có tham vọng trình bày chỉ tiết, 
đầy đủ các vấn đề của tôpô đại cương mà chỉ cung cấp một lượng kiến thức 
cần thiết, để người học toán làm quen với khái niệm, thuật ngữ, phương pháp 
suy luận hầu có thể dễ dàng lĩnh hội các học phần khác về sau. Chương 3 
trình bày lí thuyết độ đo Lebesgue, đây là một nội dung quan trọng, đồng 
thời cũng là cơ sở để xây dựng tích phân Lebesgue ở chương 4. Có nhiều 
giáo trình và sách tham khảo định nghĩa độ đo trên đại số các tập hợp. Ở đây 
chúng tôi trình bày độ đo trên nửa vành. Nhìn chung độ phức tạp không tăng 
bao nhiêu nhưng cách này tỏ ra thuận lợi khi xay dựng độ đo Lebesgue trên 
R” hay tích các độ đo. Về lí thuyết tích phân, chúng tôi trình bày theo 
phương pháp kinh điển mà các tác giả như Rudin, Hewitt-Stromberg, Hoàng 
Tuy đã trình bày trong các cuốn sách của họ, 

Cho đến nay việc lập một chương trình toán thống nhất cho các trường 
đại học là vấn đề khó thực hiện. Do đó trong hai chương đầu chúng tôi cố 
gắng trình bày tương đối độc lập (do đó có đôi chỗ lặp lại) để tuỳ theo 
chương trình và quan điểm của người dạy, có thể từ chương 1 đi thẳng vào 
chương 3 và 4 hoặc có thể dùng các chương 1, 2 để giảng các kiến thức cơ 
sở về tôpô, mêtric v.v... Nói chung chúng tôi cố ý thiết kế để cuốn sách được 
dùng một cách uyển chuyển tuỳ theo ý thích của giảng viên và chương trình 
quy định. 

Các vấn đề trong cuốn sách này là khó đối với học viên có trình độ từ 
trung bình khá trở xuống. Do đó sinh viên mới học phải tập trung nỗ lực để 
tiếp thu các khái niệm, định nghĩa. Cần nắm chắc các phép toán về tập hợp, 


ánh xạ, phải thao tác biến đổi trên các đối tượng này một cách thành thạo. 
Kinh nghiệm cho thấy rằng, nếu sinh viên nào không hiểu đầy đủ các quy 
tắc suy luận logic và các phép toán về tập hợp thì rất lúng túng trong việc 
tiếp thu các chương này. 

Dù ý đồ của các tác giả là cố gắng trình bày chỉ tiết. sơ cấp các vấn đề 
để phù hợp với trình độ của đa số sinh viên (đây là đối tượng phục vụ chủ 
yếu của cuốn sách) nhưng có nhiều kết quả khó. chứng mninh dài nên đòi hỏi 
người học một sự kiên trì đáng kể. 

Theo sự phân công, PTS. Nguyễn Hoàng viết các chương 1, 2 và 
PTS. Nguyễn Định viết các chương 3, 4. Các tác giả đã có nhiều cố gắng 
trong việc biên soạn, tuy nhiên đây là lần đầu tiên ra mắt bạn đọc nên cuốn 
sách có thể sẽ còn những khiếm khuyết. Chúng tôi rất mong nhận được sự 
góp ý chân tình của quý đồng nghiệp và bạn đọc để cuốn sách được hoàn 
thiện hơn trong lần in sau. 


CÁC TÁC GIÁ 


`": 


Chương 0. 


KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 


§ 1. TẬP HỢP, ÁNH XẠ, QUAN HỆ 


1.1 Tập hợp. 
1.1.1 Các phép toán trên các tập hợp. 


a) Cho A, B là các tập hợp. Tập A được gọi là tập con của tập B, kí 
hiệu AC Ö, nếu mọi phần tử của A đều là phần tử của Ö. Hai tập hợp A, B 
được gọi là bằng nhau nếu AC 8 và 8C A. 


Giả sử X là một tập hợp. Kí hiệu 2(X) sẽ được dùng để chỉ tập hợp 
tất cả những tập con của X, : 


Các phép toán hợp, giao, hiệu, hiệu đối xứng của hai tập được định 
nghĩa lần lượt như sau : 


AUB={xlxe A hay xe ð} (hợp của A và B8), 
AnB=fxlxeA vàzxe BÌ (giao của A và.Ö), 
AXB=f{xlacA và xế B} (hiệu của A và Ö), 
AAB=(AXB)U(BYXA) (hiệu đối xứng). 


Nếu Af1B= Ø thì ta cũng nói là A và 8 rời nhau (không giao nhau hay 
có giao bằng Ø). 


Các tính chất. Mối quan hệ giữa các phép toán được thể hiện trong 
các công thức sau. Giả sử A, 8, C là các tập hợp. 


@) (AU8)n€C =(An€)U(80n€), 
đ0 (An 8)U€ =(AUC)n(BUC), 


(ii) (AUZ8)XŒ=(AX€)U(BX€), 

(v) (AnB)XŒ=(AX€)n(BX€). 

b) Hợp, giao của một họ tập. Cho (4,),, là một họ các tập hợp. Hợp 
và giao của họ tập này được định nghĩa như sau : 


UA; ={xI3i e7 sao cho xe A,}, 


re 


ñ4,={xlxe4,, mọi ¡ e /}. 


lel 
Họ (A,),„„„ được gọi là rời nhau từng đôi nếu A,f14, = Ø khi ¡= j. 


Trường hợp ï =N, ta thường viết ñ A, hay Ũ A, thay cho ƒ\ A, và 
¿=] „m] ¿eNÑ 
Ú 4;. Các công thức sau đây là mở rộng của (¡) và G¡) ở trên (ð là một tập 
ieN 
tuỳ ý). 
8n(U4,)= U@4,ñ8), 
iel : 


¡el 


BU(14,)=fn4UØ). 


iel iel 
c) Phần bù của một tập. Giả sử X là một tập và Ö8, AC X. Tập 


X$A gọi là phần bù của A trong X và được kí hiệu là 4“. Các đẳng thức 
sau là đúng. 


Œ@) A\X8=An#, 

() AC B khi và chỉ khi 8° C.A^, 
đi) (AU BỲ = A'nB', 

áv) (An BỶ =A°UB'. 

Luật De Morgan. 


(A)», là một họ những tập con của X. Các công thức sau thường 
được gọi là luật De Morgan. 


(J4 =4; \AX =UA/. 
teÏ ¡e/ ¡el ¡el 


` 


1.2 Ánh xa. 
1.2.1 Đỉnh nghĩa và các tính chất. 
Giả sử A, B là các tập hợp khác rỗng. Một ánh xạ ƒ từ A vào 8,kí 


hiệu ƒ:A———+# hay x> ƒ(x), là một quy tắc cho tương ứng mỗi phần 
tử xe 4 với một phần tử duy nhất ye Ö. Phần tử y này thường được kí 
hiệu là ƒ(+x) và gọi là giá trị của ƒ tại x hay ảnh của x qua ánh xạ /. 


Hai ánh xạ ƒ:A——B, g:A———+B được gọi là bằng nhau, kí hiệu 
ƒ=g, nếu ƒÍx)= gÍx), với mọi xe A. 


Cho ƒ:X———>Y là một ánh xạ. Một đơn ánh, toàn ánh và song ánh 
được định nghĩã như sau. 


(ƒ -đơn ánh)©3(Vx,,x; eX,ƒf(x)=f(x)> xi =3) 


©(Wxi,x; 6X, xị #x; =ƒ(x)=ƒ()), 


đn 
(ƒ — toàn ánh) (Vy eY, 3xe X: ƒ(x)= y), 


dn 
(ƒ —song ánh) ©>( ƒ vừa là đơn ánh vừa là toàn ánh). 


Bây giờ giả sử ƒ:X———Y là một ánh xạ, ÁC X và BCY. Ảnh 
của tập A qua ánh xạ ƒ, kí hiệu ƒ(A), và nghịch ảnh (tạo ảnh) của tập 
qua ánh xạ ƒ, kí hiệu ƒˆ'(B), được định nghĩa là các tập sau : 


ƒ(A)={yeY |3x e A để cho ƒ (x) = y}, 
ƒ'(8)={xeXIƒ(x)eB}. 
Giả sử ƒ: X——Y, (A,)„„cØŒ), (B,)„„cP(). Khi đó. 


Œ6 /U4)=Uƒ/(A} 


tci 


ứ) #Œ14,)= A744) 


đi) ƒ'(U8)= U/"!(B,) 


¡c7 


6v) ƒˆ4(18)=ñ f'{Đ,), 


ieJ 
() £!(8')=(ƒ-!(8®Ÿ =xv/-!8). 
_ 1.2.2 Hợp của hai ánh xạ. 
Cho ƒ:X——Y và g:Y——Z là hai ánh xạ. Khi đó hợp của ø và 
ƒ (theo thứ tự đó), kí hiệu øo ƒ, là ánh xạ được định nghĩa bởi 
g@o9ƒ:X——vZ 
x——(gsƒ)(x)= g(ƒ(+)), xeX. 
Ta có thể chứng mính được các đẳng thức sau đây. 
@)(ge/} `(Œ)= ƒ“'{gˆ'(C)), mọi CC Z, 
(Ð (go ƒ)oh = go(ƒoh), mọi h:T———X, 
đi ƒ(ƒ-!(8))}C B, mọi 8CY, 
ACƒ£*`(ƒ(A)), mọi ACX. 
1.2.3 Tích Descartes của một họ tập. 
Giả sử (4,),., là một họ các tập hợp. Tích Descarres của họ này, kí 
hiệu [J 4,, là tập được định nghĩa bởi 


¿ei 


HA ={#!—+UAlst)eAs mọi íe/}, 


iel iel 


Phần tử của [[ A; thường được kí hiệu là {x, ://} hay (x,) 


;el ¡ei 


Khi họ này chỉ gồm có hai tập A, 8 thì tích Descartes của chúng sẽ 
được kí hiệu là Ax 8 và phần tử của Ax B8 thường được viết thành cặp (có 


thứ tự), nghĩa là 
AxB= {(a, b)lae A, be B. 
Tương tự, tích Descartes của ø tập, A,x...x4„ (cũng kí hiệu ñ A¿) 
i=l 


là tập gồm các bộ có thứ tự (4, đ;,.... a„) trong đó 4,œ4,, mọi 
!=1,:2.‹:„ n. 


Nếu có ¿c7 mà 4,= Ø thì ta định nghĩa [[A, = Ø. Tuy nhiên nếu 


rel 
A,z=Ø mọi ¡e! thì liệu ta có thể khẳng định là []A, khác Ø không ? 
(€l : 
Không thể trả lời câu hỏi này bằng cách chỉ sử dụng các tiên để thông 
thường về tập hợp. Mệnh đề sau đây thường được biết dưới tên gọi là “tiên 
đề chọn”. 


Tiên để chọn : Nếu (A,)_, là một họ gồm các tập không rỗng thì 
: Ìiel t 


[IA; = ð. 


iel 
Dạng tương đương của tiên đề chọn : 
Nếu (A, vú „ là một họ gồm các tập khác rỗng, rời nhau từng đôi một 
thì tổn tại một tập E con UA sao cho EA\A, chứa duy nhất một phần tử 
i€ 
với mọi ¡ e Ì. 
1.3 Quan hệ. 


Một quan hệ (hai ngôi) trên tập X là một tập con “& của tích 
Descartes X xX, 


Nếu (x.v}e# thì ta nói "x quan hệ với y theo quan hệ K” và kí 
hiệu xRẦy. 

1.3.1 Quan hệ tương đương. 

Một quan hệ & trên X gọi là một quan hệ tương đương nếu nó thoả 
mãn các điều kiện sau : 

() xx, với mọi xe X (tính phản xa), 

() Nếu x#cy thì y€x (tính đối xứng), 

Gi Nếu xƒ€y và yz thì x€z (tính bắc cầu). 

Giả sử là một quan hệ tương đương trên X và xe€X. Lớp tương 
đương của x (theo quan hệ tương đương ), kí hiệu là x, là tập 

*:={yeXIxKy). 


Tập hợp gồm tất cả các lớp tương đương theo quan hệ £ thường được gọi là 
tập thương của X theo và kí hiệu là X/7. Vậy X/K€={XlxeX}. 


Dễ dàng nhận thấy rằng nếu x, yeX thì hoặc là Y=y hoặc là 
xñÿy = ð. Như vậy tập các lớp tương đương theo quan hệ # lập thành một 
phân hoạch của X, nghĩa là có một họ (A,),, những tập con của X (mỗi 


ỉi 
A, là một lớp tương đương), A,f14, = Ø nếu ¡+ j sao cho X = LJ A,. 
¡cÏ 
Ngược lại nếu (A;) ,C72(X) sao cho A,14,=Ø nếu ¿=j và 
U4,=X thì 
tcl 


£=|Í(, y})eXxXI3iei sao cho x, y€ 4, } 


là một quan hệ tương đương trên X mà các lớp tương đương (theo #©) chính. 
là các Á,. : 

1.3.2. Quan hệ thứ tự. 

Một loại quan hệ khác trên X cũng có một vai trò quan trọng là quan 
hệ thứ tự. Một quan hệ, kí hiệu “< ”, trên X gọi là quan hệ thứ tự (bộ phận) 
trên X (hay cũng nói “X được sắp bộ phận bởi < ”} nếu nó thoả mãn các 
điều kiện sau : 

a) x<+*, mọi xeX, 

b) x< y và y<x thì x= y (phản xứng), 

c) Nếu x< y và y<z thì x<z. 


Bây giờ giả sử X là tập được sắp bởi quan hệ thứ tự bộ phận <. Tập 
con Y của X gọi là được sắp thẳng nếu với mọi cặp các phần tử x, y&Y ta 
có x<y hay y<x. 


Phần tử ueX được gọi là một cận trên của tập Y nếu y<,, mọi 
ye€f. 


Phần tử me X được gọi là phần tử tối đại của X nếu quan hệ mm < x, 
xeX kéo theo x=m (lưu ý rằng X có thể có nhiều hơn một phần tử tối 
đại và cũng có thể không có phần tử tối đại). Phát biểu sau đây nêu lên một 
đảm bảo cho sự tồn tại phần tử tối đại đối với một tập hợp được sắp. Nó được 
gọi tên là bổ đề Zorn. Người ta cũng chứng minh được nó tương đương với 
Tiên đề chọn. l 

Bổ đề 2orn, Nếu mọi tập con sắp thẳng của X đều có một cận trên 
thì X có một phần tử tối đại. 


. 10 


BÀI TẬP 
(Az)„„„ là họ một tập. 


{a) Hãy xây dựng một họ (By sao cho: B„C „.ị và Ù B,= Ỳ A„. 


#=l ¡„=] 


(b) Hãy xây dựng một họ (B,), sao cho Ö8,f\Bj =Ø nếu nzứ 


eN 
x _ 

và Ù A4, = Ù#,. 

(c) Giả sử thêm A,C 4,,¡, neN.Hãy xây dựng họ (ð,), sao cho 


~. ^x: ¿ 
B,ñB; =Ø nếu nzn”, UJA,=UðB, và A,=UøB,I 


n=l n¡=l „=l 


ƒ:X——`Y là một ánh xạ. Chứng minh rằng các mệnh để sau 
tương đương. 
a) ƒ là một đơn ánh, 


b) /(An)= ƒ(A4)nƒ(8), mọi A, 8C X, 
c) Mọi cặp các tập A, 8C X mà Aí18 = Ø thì 
£(A)nƒ(®) = Ø. 
ƒ:X——¬Y là toàn ánh khi và chỉ khi 
ƒ(7 '(8))= B, mọi BCY. 


Cho một thí dụ về một ánh xạ ƒ:X——Y và hai tập A, 8C X 
sao cho : 

£(AanB)z /(A)n(). 
Cho ƒ:X——Y là một ánh xạ. Chứng tỏ rằng ƒ là một đơn ánh khi 
và chỉ khi với mọi tập Z và mọi ánh xạ ø,:Z——X, g;:Z-——X 
sao cho ƒoø = ƒoø; thì g = 6. 


li 


§ 2. SỐ THỰC 


Trong phần này, chúng tôi trình bày một số tính chất của tập số thực, 
được dùng thường xuyên sau này. Nhắc lại rằng, tập hợp số thực R là một 
trường với hai phép toán cộng và nhân thông thường, trên đó có trang bị 
quan hệ thứ tự toàn phần. 


2.1 Supremum và infimum của một tập 4⁄ C R, 

Cho M⁄ là một tập con của R. Số yelR được gọi là một cận trên 
(tương ứng, cận dưới) của M nếu với mọi xe #ƒ thì x<y (tư,y<»). 
Hiển nhiên nếu y là cận trên (t.ư., cận dưới) của Ä⁄ thì với mọi y`> y 
(t.ư., y'< y) cũng là cận trên (t.ư., cận dưới của Ä⁄). 

Tập hợp M được gọi là bị chặn trên (tư., bị chặn dưới) nếu M tồn 
tại ít nhất một cận trên (t.ư., cận dưới). Ta có một tính chất cơ bản và quan 
trọng sau đây : 

Nguyên lí supremum. Mọi tập con Äƒ khác rỗng của R bị chặn trên 
(t.ư., bị chặn dưới) thì tồn tại cận trên bé nhất (t.ư., cận dưới lớn nhất). 


Cận trên bé nhất của một tập bị chặn trên được gọi là surermuưn của 
M và kí hiệu sup M. Cận dưới lớn nhất của một tập bị chặn dưới được gọi 
là in/mumm của ÂM và kí hiệu là in† AM. 
Theo định nghĩa ta có œ = supÄƒ khi và chỉ khi hai điều kiện sau đây 
được thoä mãn : 
l) VrxeMf:v<œ 
2) (Vœ'< œ)(3x e M):o'< x 
(Điều kiện 1) diễn tả o là một cận trên của Ä⁄ƒ, còn điều kiện 2) nói 
rằng vì œ là cận trên bé nhất nên nếu œ'<œ thì: œ' không còn là cận trên 
của ⁄ nữa.) 
Điều kiện 2) có thể diễn tả bằng nhiều cách khác nhau. Ta có thể viết 
lại các mệnh đề tương đương như sau 
D VxeMf:x<(œ 


x =sup Äƒ © 
ì F 29 (Ve>0)(SreM):oa—e<x<œ 


Nếu lấy c lần lượt bằng Ì tì ta có thể viết lại 
" 


l) Vxe€Äf:x<œ 
2") d(x„) C M:x„ — œÍn — o©} 


L) 


Œœ = Sup ƒ © 


Bạn đọc hãy viết chỉ tiết các mệnh đề tương đương đối với infimum. 
Sau đây là một số tính chất thường dùng của tập số thực. 


2.2 Dãy các đoạn (la, b„ Ì, được gọi là ¿há: lại nếu [a b„u\ÌC 
|a„,b,Ì, =1, 2... và lim (b„—a„)=0. 


#„¬x 


n+13 
" 

Nguyên lí Cantor. Môi đấy đoạn ([a„. b,Ì), trong R thất lại thì có 
một phần tử chung duy nhất cho tất cả các đoạn đó. 

2.3 Nguyên lí Bolzano-Weierstrass Mọi đây số thực bị chặn đều có 
một dãy con hội tụ trong R. 

2.4 Dãy số thực (x„), C R được gọi là đấy cơ bản hay đấy Cauchy nếu 

(ve >0)(nạ)(Vm,n > nạ):|x„ — x„|< e. 
Nguyên lí Cauchy Mọi dãy số thực cơ bản thì phải hội tụ. 
2.5 Tính chất trù mật của tập số hữu tỉ Q trong R. 


Với mỗi cặp số thực (a, b). a < b bao giờ cũng tôn tại một số hữu tỈ r 
$Sao cho a<r< b. 


§ 3. CHUỖI SỐ 


Phần này liệt kê một số kiến thức liên quan tới các chuôi số dương 
được sử dụng thường xuyên trong các chương 3 và 4. 


3.1 Chuỗi số dương và tính giao hoán. 


Nhắc lại rằng nếu (x„) C R thì chuỗi * x„ được gọi là hội ? trong 
"=l 


dị 
R nếu dãy tổng riêng (s„) „ của nó hội tụ trong R |s„ = 3) x,, »e NỊ. 


;=l 


_ ¬ 
Nếu lim s„=+oœo thì ta viết 3ˆx,—+oo và nói chuỗi )`x„ có 


Ha am] #=l 


Ụ `= ..P. & Ri 
tổng là +. Trường hợp 3` x„ = —oo cũng được hiểu hoàn toàn tương tự. 


n=l 
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Một chuỗi ° x„ được gọi là hội tụ tuyệt đối nếu ° lxa| < +œ. Một 
mm] ¡„=l 
chuỗi hội tụ tuyệt đối thì hội tụ trong R. 
Sau này ta sẽ xét đến các chuỗi 3x, mà x„eïÑ, øeN. Tổng của 
n=l 


chuỗi trong trường hợp này cũng được định nghĩa như trước đây, là giới hạn 
của dãy tổng riêng (s„ Tây và là một số thuộc R. Ta có kết quả sau. 


3.1.1 Định lí. Nếu 3" x„ là một chuỗi dương thì với mọi song ánh 


¡] 


_ ^- là: “3 Hà ` Z 
ơ:NSN, f4 đều có 3` x„ = 3) x„ị (chuỗi 3` x„ có tính giao hoán). 


n=l „=l „=l 


Chứng minh. Gọi a = > X„  b= = su) (để ý a, beR và a, b>0). 
nñ=>l 


„=] 


Ta chỉ cần chứng minh b<z là đủ (z<b chứng minh tương tự). Mọi 
neN, đặt £ = max {ơ(1),....g(n)}. Khi đó 


" L3 
2) Xe S3); <4. 
m=† i=[ 
Từ đây b<a 


Lưu ý. Đôi khi ta cũng xét chuỗi số ` x„. Tổng của chuỗi này được 
ñn=—~ 
hiểu là lim ° Xụ. 


H—<j=—n 


3.2 Chuỗi số kép. 

Cùng với chuỗi số thông thường, các “chuỗi số kép” với số hạng 
không âm cũng được sử dụng trong giáo trình này. Ta nhắc lại một vài khái 
niệm và kết quả đáng quan tâm. 


Nếu (z,„) là một dãy kép với 4„„|0,+oo| thì với mỗi 


(nựn)eNxN 


nœN cố định, chuỗi bà 4„„ luôn hội tụ trong R (tức có tổng là một số 
m=[ 


thực hay +co). Tổng của chuỗi kếp > s a„„ (luôn tồn tại) được định 
?=l m=1 


nghĩa là 
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& LÍ 
lim 323 4„„). 


k—% g=i mi 


lở 


bề - 
b5 độ m 
n=l m=l 


1 


Kết quả về sự thay đổi thứ tự lấy tổng được cho trong định lí sau. 


3.2.1 Định lí, Nếu a„ „ c|O,oo], mọi mụn N thì 


X È mm = È CỄ ay) 
n=l m=tk te=Ì n= 


Chứng minh. Đặt a= Š Sa. b= Š) Sa„„. Khi đó với mỗi 


n=lm=l m=l n=| 


p.keN, ta có : 


ti=L m= t=Ì z= ;m=l_ n=| 
XS X 
< » ›» đượ = b 
m=l[ n=Ì 


Từ đây ta dễ dàng suy ra được rằng a<b. Hoàn toàn tương tự ta cũng có 
b<a. Vậy a=bR 


Lưu ý. Người ta cũng chứng minh được kết quả tổng quát sau : 


Nếu a„„ €|0,+oo] mọi m, neN và ơ:NxNÑ—› NxN là một song 
ánh thì 


x *% + 
›Đ 5 th m = b» 3> đam) 
#„=]lm=l #=l m=l 


§ 4. LỰC LƯỢNG CỦA CÁC TẬP HỢP 


Cho A là một tập hợp có phần tử là các đối tượng nào đó. Ta thử để ý 
đến "số lượng” các phần tử của tập A này bằng cách “đếm” các phần tử ấy. 
Có thể xảy ra một trong hai khả năng sau đây : 

1) Nếu có thể ước lượng các phần tử của tập 4 nhỏ hơn một số 
nguyên nào đó hoặc có thể đếm hết được các phần tử của tập A thì tập A 
được gọi là tập hợp hữu hạn và số nguyên cuối cùng đếm tới chính là số 
lượng các phần tử của tập .A. 


1Š 


2) Nếu việc đếm các phần tử của tập AÁ không kết thúc cũng như 
không thể ước lượng số phần tử của nó thì tập A được gọi là tập vô hạn. 

Bây giờ chúng ta muốn so sánh "số lượng” các phần tử của hai tập 
A. B. Nếu có ít nhất một tập hữu hạn thì việc so sánh trở nên dễ dàng nhờ 
việc đếm các phần tử. Trường hợp cả A lẫn 8 đều vô hạn thì cách đếm 
không thể thực hiện nên chưa so sánh được. Ta xét ví dụ sau đây. Kí hiệu 8 
là tập hợp các số tự nhiên chấn 

B={2.4,6.....2n....} 


Hiển nhiên Ö8 là tập con thực sự của tập số tự nhiên N = {I,2,...} Tuy nhiên 
chúng ta không thể nói rằng "số lượng” các phần tử của tập N nhiều gấp đôi 
“số lượng” các phần tử của tập Ö. : 

Để ý rằng, thực chất của việc đếm các phần tử là thực hiện một đơn 
ánh từ tập ta đếm vào tập số tự nhiên N. Ngoài ra muốn biết hai tập hợp có 
cùng số lượng các phần tử hay không, ta chỉ cần xem có thể thiết lập được 
một song ánh giữa hai tập này hay không. Như vậy với phương pháp dùng 
ánh xạ, ta có thể so sánh “số lượng” phần tử các tập hợp cho dù chúng là hữu 
hạn hay vô hạn. 

4.1 Tập hợp tương đương. 

4.1.1 Định nghĩa. Ta nói hai tập hợp A, 8 tương đương với nhau nếu 
tồn tại một song ánh từ A lên 8.Kí hiệu A> ð. 

4.1.2 Vídụ. 

1. Hai tập hợp hữu hạn có cùng một số lượng các phần tử thì tương 
đương với nhau. 

2. Tập hợp các số tự nhiên N và tập các số chấn 8 = {2,4,...,2n....} là 
tương đương với nhau nhờ song ánh từ N lên Ö xác định bởi n—› 2n, 
neN. 

3. Tập (0, 1)CR tương đương với (a, b)C R với a beR và a<b 
nhờ song ánh (0, 1) 2 x> y=(b—a)x+a. 


4. Tập [-‡ ï tương đương với tập R bởi song ánh 
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Nhận xét. 


Trong ví dụ 2, ta thấy từ tập N sau khi bỏ đi tất cả các số nguyên lẻ, 
tập số nguyên chắn còn lại 8 vẫn còn tương đương với N. Tương tự như 
vậy, ở các ví dụ 3, 4, một tập con thực sự của một tập vẫn có thể tương 
đương với chính nó. Đây là một đặc trưng của tập hợp vô hạn vì đối với tập 

. hữu hạn, hai tập hữu hạn tương đương với nhau khi và chỉ khi chúng có cùng 
số lượng các phần tử. Do vậy, ta có thể định nghĩa tập hợp hữu hạn và vô hạn 
như sau ; ` 


Tập A được gọi là rập hợp vô hạn nếu Á tương đương với một tập con 
thực sự của nó. 


Tập AÁ được gọi là ¿ập hợp hữu hạn nếu A không phải là tập hợp 
vô hạn. 


Khi hai tập hợp tương đương với nhau ta bảo chúng có cùng lực lượng 
hay cùng bẩn số. Đối với các tập hữu hạn, theo nhận xét trên chúng có cùng 
lực lượng khi và chỉ khi chúng có cùng số lượng các phần tử nên ta đồng 
nhất lực lượng của các tập hợp có ø phần tử là ø. Như thế khái niệm lực 
lượng là sự mở rộng khái niệm số lượng các phần tử của một tập hợp cho 
trường hợp tập vô hạn. Lực lượng của tập 4 được kí hiệu là r hay card A. 
Ví dụ card {1.2,3.4.5}=5, card{a,b,c} =3... Lực lượng của tập N được 
kí hiệu là card NÑN =. 

Nếu tập hợp ð tương đương với một tập con thực sự của A nhưng 
không tương đương với A thì ta nói lực lượng của 8 nhỏ hơn của A và kí 
hiệu 8<A. Lúc này ta cũng gọi lực lượng của A lớn hơn lực lượng của. 8 
và kí hiệu 4 > Ö. 

4.1.3 Định lí. (Cantor-Bernstein) Cho hai tập hợp A, B tuỳ ý. Nếu Á 
tương đương với một tập con B,C B và B tương đương với tập AC A thì. 
A, B tương đương với nhau. 

Chứng mình. Giả sử g: B—› A, và h: A —= B, là các song ánh. Khi đó 
ƒ =gob là một song ánh từ A lên ƒ(A)C A,C A. Đặt C= A,\ƒ(4). 

* Nếu C= Ø thì ƒ(A)= 4¡. Như vậy A~ 4, và A¡ >8 nên A~ Ö. 

* Nếu C z ốØ thì ta kí hiệu 
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Đẽ CUƒf(€)U ƒ?(C)U...U ƒ"(€)... ( 
trong đó ƒ? = ƒoƒ,... Đặt @: A A¡ xác định bởi 
khả JIÔ _.. Xi 
Ta chứng minh ¿ là một song ánh. Thật vậy 
++(4)=œ(0)U¿(AXĐ)= DUƒ(AVXĐ) @) 
Theo (1) và (2) ta có 
ƒ£(?)=ƒ(€)Uƒ?(€)U... 
nên Ð=C€Uƒ(Ð) và 
@(A)=C€Uf(Ð)U/(A4XĐ)=CUƒf(A)= A 
Vậy ¿ là toàn ánh. Tiếp theo ta chứng minh @(Ð)1(A \ Ð) = Ø. Từ định 
nghĩa của + ta có 
@(AXĐ)= ƒ(A)Xƒ(Ø)= ƒ(A)X(CUƒ(Đ))= £(A)X0Đ. 
Vậy ¿@(D)ne@(AXĐ)= Dn(ƒ(A)\Đ)= Ø. Điều này có nghĩa là ¿ đơn 
ánh nên suy ra Á ~ A; nên A^-.Ö vì theo giả thiết 4, ~ Ö. 


Chú ý. Dùng tiên đề chọn, người ta chứng minh rằng không thể xảy ra 
trường hợp "Á không tương đương với bất cứ tập con nào của 8 và 
không tương đương với bất kì tập con nào của 4." Do đó từ định lí Cantor- 
Bemstein ta suy ra hệ quả sau đây. 


4.1.4 Hệ quả. Cho hai tập A, B tuỳ ý. Bao giờ cũng xảy ra một và chỉ 
một trong 3 trường hợp sau : 

1. A=B (tức là A, B tương đương với nhan). 

2.A< B, 


Š AB: 
4.2 Tập hợp đếm được. 


4.2.1 Định nghĩa. Ta gọi A là một ¿áp đếm được nếu A tương đương 
với tập số tự nhiên N. Nói cách khác, A đếm được nếu tồn tại một song ánh 
từ N lên A. Khi ấy ta cũng nói Á có lực lượng đếm được. 
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Kí hiệu 4: —› A là song ánh nói trên, ta có 
NĐn¬aÚ)=a,c€A. 


Như vậy ta còn có thể nói một tập đếm được là một tập mà tất cả các phần tử 
của nó đều có thể đánh số thành một dãy vô hạn 
đị, đạ,... đu. 

4.2.2 Ví dụ. 

1. Tập các số tự nhiên, số tự nhiên chắn, số tự nhiên lẻ đều là 
các tập đếm được. Thật vậy N>N, 8={2,4...2n..}>N và 
C={I.3,...2n+1..}>N bằng các ánh xạ đồng nhất, ñ—>2n, 
n—>2n+]. 


2. Tập Z gồm tất cả các số nguyên là đếm được. Thật vậy, ta xét 
ánh xạ ƒ:N—Z cho bởi : 


2 nếun chắn, 
n—› Ƒƒ(n)= 
— nếu n lẻ. 
: 2 
Dễ dàng kiểm tra ƒ là song ánh nên ta có được kết luận. 
3. Tập các số hữu tỉ Q là đếm được. Thật vậy, một số hữu tỉ có thể 


viết duy nhất thành một phân số tối giản _. q>0. Ta tạm gọi tổng 
q 
Ìp|+ là “hạng” của số hữu tỉ #, Rõ ràng tập hợp các phân số có hạng 
q 


cho trước là hữu hạn, ví dụ, phân số có hạng 1 là T=0, hạng 2 là h và 


— hạng 3 là = z — . Hơn nữa mỗi số hữu tỉ đều có hạng 
xác định nên ta có thể đánh số các số hữu tỉ thành dãy theo thứ tự tăng 
dần của hạng, tức là bắt đầu đánh số các số hạng 1 rồi các số có hạng 2, 
hạng 3,... Vậy các phần tử của Q có thể sắp thành dãy nên Q là tập 
đếm được. 


Sau đây là các định lí cơ bản về tập đếm được. 


4.2.3 Định lí. Mọi tập vô hạn đều có chứa mội tập con đếm được: 

Chứng mình. Giả sử M là một tập vô hạn. Lấy ra một phần tử bất kì 
aeM. Vì MX{a} cũng vô hạn nên lấy tiếp z;eM\{a} rồi 
4 c€M$X {a, a;} v.v... Tiếp tục quy nạp ta thu được tập đếm được 
A=ai. a;...}C M. 

4.2.4 Định lí, Mọi tập con của một tập đếm được thì phải là tập hữu 
hạn hay đếm được. 

Chứng mình. Giả sử A ={a,, a;,...} là một tập đếm được và Ö là 
một tập con của 4. Gọi a„, đ„.... là các phần tử của A thuộc tập 
theo thứ tự tãng dần trong 4. Nếu trong các số m, %;,... có số lớn nhất 
thì Ø8 hữu hạn. Trường hợp trái lại, các phần tử của B8 được sắp thành 
dãy vô hạn a„, a„,... nên B đếm được. Ê 

4.2.5 Định lí. Hợp một họ hữu hạn hay đếm được các tập hữu hạn 
hay đếm được là một tập hữu hạn hay đếm được. 

Chứng mình. Cho Ai, 4;,... là những tập hữu hạn hay đếm được. Ta 
có thể giả thiết các tập này không giao nhau vì nếu khác đi, ta đặt 
Bị TÁI, By=A¿VAI, B=As\(A ÓA;),... Các tập B, này là hữu hạn 
hay đếm được, không giao nhau và LJA; =Uð,. Bây giờ ta sắp các phần 
tử của các tập A¡, 4;.... thành một bảng hữu hạn hay vô hạn như sau : 


Ái: đi đa 4 


Á¿: đạo đại đy 


Ác đị địy đị 


Ta hãy đánh số tất cả các phần tử của bảng trên theo “đường chéo” 
từ trái lên phía trên. Do mỗi đường chéo có hữu hạn phần tử nên ta có thể 
đánh số thứ tự trên đường chéo thứ nhất rồi đường chéo thứ hai, thứ ba, ... 
như sau 


đi đại địị, địt, đạy, địy»... 


20 


`: 


Vậy tất cá các phần tử của tập 4 =J4, được đánh số nên tập A 


là hữu hạn hay đếm được. 


4.2.6 Định lí. Khi thêm một tập hợp hữu hạn hay đếm được vào 
một tập vô hạn thì không làm thay đổi lực lượng của tập vô hạn này. 


Chứng mình. Giả sử A là một tập hữu hạn hay đếm được và M⁄ 
là một tập vô hạn. Kí hiệu M = MUA. Theo Định lí 4.2.3 tồn tại một 
tập đếm được 8CM. Đặt M '=M\XB, ta có M—=M'UB nên 


N=M'UBUA. Theo Định lí 4.2.5 thì 8ÙA là tập đếm được nên tồn 
tại song ánh giữa Ø8 và BUA. Ta đặt 


@:M=M'UB—>N=M'U(BUA) 


x  nếuxe/M/, 
gíx)= . 
ƒz) nếuxe8. 
Như thế g là một song ánh từ M⁄ lên N nên card M = card N. 
Theo định lí này ta thấy (a. b)> [a, b|. Hơn nữa, (a, °)>R nên 
la, bÌ cũng tương đương với R. E 


Nhận xét. Từ các Định lí 4.2.3 và 4.2.6 ta thấy lực lượng đếm 
được là lực lượng “bé nhất” trong các lực lượng của các tập vô hạn. 


4.2.7 Định lí. Táp hợp tất cả các dãy hữu hạn thành lập từ các 
phần tử của một tập đếm được là tập đếm được. 


Chứng mình. Giả sừ A={a, a,,...} là một tập đếm được. Kí 
hiệu Š„ là tập tất cả các đãy có đúng m phần tử của A đạng 
l ,4,„«s đ ). Ta có § =A đếm được. Giả sử $„ đếm được, ta lấy 

„©A và kí hiệu S%., là tập tất cả các dấy có dạng (a,. đị ve đc, 4,). 
Giữa Sĩ. và Š„ có một song ánh cho bởi (4i --¬ 4,.. 4¿)—> (4s... a, ) 
nên S£,, đếm được. Mặt khác, vì S„... = U88 nên Š„,, là tập đếm 


được theo Định lí 4.2.5. Như vậy tập tất cả các dãy hữu hạn 
$= ỦÙ $„ là một tập đếm được. 


m=Ì 
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4.2.8 Hệ quả. Tập hợp tất cả các đa thức P(x) = ay + ax+-c+a„x" 
(ncN) với các hệ số hữu tỈ aạ, a,..... a„ là một tập đếm được. 

Chứng minh. Mỗi đa thức như trên tương ứng với một và chỉ một 
đãy hữu hạn các hệ số hữu tỉ của nó. Vì Q là một tập đếm được nên theo 


Định lí 4.2.7, tập tất cả các dãy hữu hạn các số hữu tỉ là đếm được nên tập 
các đa thức ấy đếm được. l 


4.3 Lực lượng continum. 


Ngoài các ví dụ về tập vô hạn đếm được nêu trên, ta còn gặp các tập 
hợp vô hạn không đếm được. Sau đây là một tập hợp như thế. 


4.3.1 Định lí. Tập các số thực R là tập vô hạn không đếm được. 

Chứng minh. Ta đã thấy ở Định lí 4.2.6 là R tương đương với |0, lÌ. 
Do đó ta chỉ cần chứng minh [0, 1} không đếm được. Giả sử ngược lại 
|0. 1 đếm được. Khi đó các phần tử của nó được đánh số thành dãy 
*ị. Xa... X„„... Chia |0, l| thành 3 đoạn bằng nhau và gọi đoạn không 
chứa x, là A,. Lại chia tiếp A, thành 3 đoạn bằng nhau và gọi A; là 
đoạn nhỏ không chứa x;,... Tiếp tục quá trình này ta thu được dãy đoạn 


AiÐA; 2... với A„ có độ đài là |A„|= h sao cho x„ £ A„. Đây là dãy 
#i 


đoạn thất lại nên theo nguyên lí Cantor, tôi tại £e Ù A„ CÍ0. !]. Như 
n=lL 


vậy € phải trùng với một x„ nào đó. Vì €e A„ với mọi „ nên x„ e A„. 
Điều này mâu thuẫn với cách xây dựng các đoạn A,„. Vậy đoạn 0, 1| là 
tập vô hạn, không đếm được. l 

4.3.2 Nhận xét. 


1. Đặt A= Ễ lue N] C|0, !]. Rõ ràng A là tập đếm được. Do đó 
n 


lực lượng của đoạn |0, 1| hay R lớn hơn lực lượng đếm được.. Người ta 
gọi lực lượng này là lực lượng continuin hay lực lượng c. 
2. Tập hợp số thực bằng hợp của số hữu tỉ và vô tỉ. Do tập hợp số 


hữu tỉ đếm được nên tập số vô t¡ không đếm được và cũng có lực lượng 
là c. 
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BÀI TẬP 


Hãy thiết lập một song ánh giữa hai tập (0, 1) và 0. 1Ì. 

Chứng minh tập các điểm gián đoạn của một hàm số đơn điệu. xác 
định trên [a. bị là hữu hạn hay đếm được. 

Giả sử £ là một tập con của R có tính chất |x— y|>1 với mọi 
x, y€ £. Chứng minh É là một tập hữu hạn hay đếm được. 


Cho A và Ö là các tập đếm được. Chứng minh tập Ax 8 cũng đếm 
được. 


Kí hiệu # là tập hợp tất cả các dãy số thực (x,), trong đó x„=0 
hay x„ =l. Chứng minh £ là tập hợp không đếm được. 
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Chương 1. 
KHÔNG GIAN MIÊTRIC 


§ 1. KHÁI NIỆM MÊTRIC 


Phép toán đặc trưng của ngành giải tích là phép toán lấy giới hạn. 
Để có thể định nghĩa phép toán này ta phải biết cách “đo” độ xa, gần giữa 
các đối tượng đang xét. Có nhiều cách để xác định các mức độ xa, gần 
ấy. Ở đây ta dùng khái niệm khoảng cách hay mêtric, đó là khái niệm khá 
tự nhiên, được dùng thường xuyên trong cuộc sống. 

1.1 Định nghĩa. 

Giả sử X là một tập tuỳ ý khác trống cho trước. Ta gọi hàm số 
d:XxXR là một mêtric (hay khoảng cách) trên X nếu hàm số này 
thoả mãn ba tiên đề sau đây : 


1. đ(x, y)>0, với mọi x, yeX ; đ(x, y)=0 khi và chỉ khi x= y. 

2. ả(x, y)= dÍy. x). (tính đối xứng), 

3. đ(x,z)<d(x, y)+d(y, z), với mọi x, yeX, (bất đẳng thức tam 
giác). 

Khi đó tập X cùng với mêtric 2 đã cho được gọi là một không gian 
mêtric và kí hiệu là (X, đ). Nếu không sợ nhầm lẫn do mêtric đ được 
xác định rõ ràng thì ta chỉ cần kí hiệu đơn giản là X. 

Để gợi hình ảnh trực quan, ngôn ngữ hình học sẽ được dùng 
trong phần lớn các khái niệm tiếp theo. Ta sẽ gọi phần tử xeX là 
điểm của không gian X, số thực không âm d(x, y) là khoảng cách 
giữa hai điểm x, y. 
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1.2 Các ví dụ. 


1.2.1 Giả sử #⁄ là tập con khác rỗng của tập số thực R. Với 
x, y€M ta đặt 


d(x. y)=|x—2l. 


Khi ấy sử dụng các tính chất quen thuộc của giá trị tuyệt đối, ta kiểm tra 
được ngay đ là một mêtric và gọi nó là mêềtric thông thường trên Ä⁄. 


1.2.2 Kí hiệu R* = {(+'..... 
các bộ gồm & số thực. Với x=(x!,.... x*), y=(y!,.... y')e RẺ, ta đặt 


d(x. y}=, Sịx -yŸ 


Rõ ràng đ thoả mãn các tiên để 1, 2 của mêtric. Ta hãy kiểm tra tiên để 
3. tức là chứng minh 


*k = J2 & ? .2 k : J2 
ng < ly x/—y| s lÊ|y —zÍ ' 
= i=l ¿=l 


Ta đặt a,=x' —y',, b=yÍ—z' khi đó a,+b, = xÍ +y, 
Để ý 


...xt):x' eÑ, ¿=1,.... &} là tập hợp tất cả 


đˆ(x, y)= Sla 2# |*= "la +*liŸ +2} 4, 
‡> 1= += 4= 


Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz cho hạng tử sau cùng của 
bất đẳng thức trên ta được 


4?(x, y)< ShỈ TP >lƒ +2 j3-|aŸ (5b 
2 
“| JÈ&f + |ÊbF ]. 


Từ đó lấy căn bậc hai hai vế và trở về các kí hiệu cũ, ta có 
d(x, y)< d(x, z)+ d(y, 2). 


Vậy (R‡,4) là một không gian mêtric và ta gọi mêtric đ này là 
mêtric thông thường (hay mêtric Euclide) trên RẺ. 
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Chú ý : 
1. Khi & =1 ta trở về ví dụ 1 với Mi =R. 


2. Khi xét RỶ mà không nói rõ mêtric nào thì ta quy ước là xét Rể 
với mêtric thông thường. 


3. Các mẽtric xét trong các ví dụ 1 và 2 chính là cơ sở cho ta làm toán 
giải tích. chẳng hạn nghiên cứu phép tính ví tích phân của hàm một hoặc 
nhiều biến số. 

1.2.3 Giá sử X là một tập tuỳ ý khác rỗng. Ta đặt 

: 0, nếu x = y, 
d0) 
, HẾU x# y 
với mọi x, ye X. Ta hãy kiểm tra đ là một mêtric trên X. 
Tiên đề 1) và 2) được nghiệm đúng. Tiên để 3) có dạng 
d(x, z)<4(x, y)+dÂy, 2) 

¡) Nếu xœz thì đ(x, z)=1 còn vế sau >! do yZx hoặc y=z. 

ii) Nếu x =z thì đ(x, z)=0 còn vế sau >0. 

Vậy tiên đề 3 cũng thoả mãn nên (X, đ) trở thành một không gian 
mêtric. Mêtric đ này gọi là mêtric tầm thường hay mêtric rời rạc trên X. 

1.2.4 Kí hiệu tập hợp các hàm số liên tục : 


f:Ìa, bÌ— R 
là C¡„„. Với các hàm ƒ, g thuộc Œ,„„ ta đặt 
4(ƒ. ø)= max|ƒ(x)~ g(+) 
Vì ƒ, ø là các hàm liên tục trên [z, b} nên hàm |ƒ — g| cũng vậy. 


Do đó giá trị lớn nhất của hàm |ƒ — g| đạt được trên khoảng đóng |z, b] 
nên đ(ƒ, g) được xác định. Tiên để 2 rõ ràng. Ta có 


ˆ 4, 8)= max|ƒ (x)~ g(x)|>0 
đ(ƒ, g)=0© Vx eÍa, b]: ƒ(x)— g(x)=0 
cs/=g 
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Tiên đề 3 suy ra từ bất đẳng thức 
Yxela b]:|ƒ(x)—h(>)|<|ƒ(+z)— gŒ@)|+|g(x)— n(+)| 
< max|ƒ(x)~ #(z)|+ max|s(z) = #(z) 
nên 


max|ƒ (x)~(x) < max|ƒ(x)~ø(+)|+ max|z(x)~ ñ(x) 


hay đỀƒ, h)< đ(ƒƑ. ø)+ đ(g, h) với mọi ƒ, g, he C.„ „. 
Không gian mêtríc này thường được kí hiệu gọn là C, „.. 
1.2.5 Cũng trên tập hợp Œ._ „ị ta đặt 
đ{Œ, #)= |#)— g(x)wa. 


Ở ví dụ này các tiên để 2 và 3 dễ kiểm tra. Ta nghiệm lại tiên để 1. 
Rõ ràng đ(ƒ, g)>0. Nếu đ(ƒ, ø)=0 tức là 


ƒ) (x)— g(x|ax =0. 
Giả sử ƒ = g khi ấy có xạ e|a, ö} để [ƒ(%¿)— e(x¿}]>0. Theo tính chất 


của hàm số liên tục, tồn tại e>0 sao cho |ƒ(x)~ g(x)| > >0 với mọi x 


thuộc đoạn [œ, 8Ì nào đó chứa trong [z, bÌ. Như vậy 


ƒ;|l#Œ)—z(x)& > ƒ |ƒ(Œ)— gŒ)w > 
> ƒ2 edx =e(8—o)>0. 


Điều này mâu thuẫn. Vậy ƒ =g. 
Không gian mêtric này được kí hiệu là Cổ, ¿- 


Nhận xét : Qua các ví dụ trên, ta thấy có thể cho nhiều mêtric khác 
nhau trên cùng một tập X (tất nhiên sẽ nhận được các không gian mêtric 
khác nhau). Tuỳ theo từng mục đích nghiên cứu, người ta sẽ chọn mêtric 
nào phù hợp với yêu cầu. 
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1.3 Một số tính chất đơn giản. 
Giả sử (X, đ) là một không gian mêtric. 
1.3.1 Cho +x,..... x, là các điểm của X. Khi đó ta có bất đẳng thức 
tam giác mở rộng - 
đi. x„)S đẳ%, +;}+ +41. vị 
Tính chất này được suy từ tiên đề 3 và lí luận quy nạp. 
1.3.2 Với mọi x. y, w, v thuộc X ta có bất đẳng thức tứ giác : 
Jđ(x, y)—đ v)|<4(x, 8)+4(y. v) 
Thật vậy, áp dụng 1.3.1 ta có 
d(x, y)< đ(x, w)+ d(u, v)+ dÍy, y) 
hay 
d(x, y)— đu, v)< d(x, w)+d(y, v). 
Thay đổi vai trò của x, y cho ứ, v ta lại được 
d{u. v)—d(x., y)< d(x, ¡ủ+ đấy. vì. 
Như vậy có được điều phải chứng minh. 


1.3.3 Cho A, B8 là hai tập con khác rỗng trong không gian mêtric 
X. Đặt 


đ(A.B)= inf `. y) 


x€A, 

và gọi số thực đ(A, 8) này là khoảng cách giữa hai tập A và B. Nếu 
A=taÌ ta viết d(A, B)= d(a,B) và gọi là khoảng cách từ điểm z đến 
tập Ø. Để ý rằng nếu A18 Ø thì đ(A,B)=0 nhưng điểu ngược lại 
nói chung không đúng. 

Với x, yeX, ta có bất đẳng thức sau : 

Ja(x. A)—đứ, Al|< đŒ, y): 
Thật vậy, với mọi z€ Á ta có 
d(x, A)<4(x, z)< d(x, y)+d(y, z).: 
Do đó 
d(x. A)<d{x, y)+inf đẮy, z)=d(x, y)+d(y, A). 
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Như thế 
d(x, A)—d(y, A)< dứz, y). 

Tương tự ta cũng có đ(y, A)— đ(x, A)< đ(x, y). Vậy bất đẳng thức 
được chứng minh. 

1.4 Không gian mêtric con, không gian mêtric tích. 

1.4.1 Định nghĩa. Giả sử (X, đ) là một không gian mêtric và Y là 
một tập con khác rỗng của X. Nếu xét thu hẹp đ“ của hàm đ lên tập 
YxY (nghĩa là đ =d|y„y) thì hiển nhiên đ” là một mêtric trên Y. Ta 
gọi đ” là mêtric cảm sinh bởi d lên Y. Với mêtric cảm sinh này, (Y, đ”) 
được gọi là không gian mêtric con của không gian mêtric (X, đ). 

1.4.2 Định nghĩa. Giả sử (X, đ„) và (Y, d,) là hai không gian 
mêtric tuỳ ý. Trên tích Descartes XxŸ = {(x y): xeX, y€ r} ta đặt 


d{(xị. LẬP (x;. »›))=4y(x,, +;)+đy (ị. 3) 


Dễ dàng kiểm tra để thấy rằng đ là một mêtric trên tập XxY. Khi 
đó không gian (XxY, đ) được gọi là rích của các không gian mêtric 
X và Ÿ, 


1.5 Sự hội tụ trong không gian mêtric. 

các khái niệm hội tụ và giới hạn trong không gian mêtric X bất kì 
được định nghĩa một cách tương tự như trong tập R với việc thay jx — y| 
bằng khoảng cách giữa hai phần tử đ(x. y). Một đãy trong không gian 
mêtric {X, đ) là một ánh xạ 

x:NÑ—X, n— xẲn). 

Ta cũng dùng kí hiệu quen thuộc là đãy (+„), hay (+,),. Giả sử (&,), 
là một dãy tăng thực sự các số nguyên dương. Khi đó dãy (x, } được gọi 
là một đấy con của dãy (x„),.. 


1.5.1 Định nghĩa. Giả sử X là một không gian mêtric và (x„) là 


một dãy trong X. Ta nói dãy (x,), hội r đến xe X nếu khoảng cách 
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giữa x„ và x dân đến 0 khi œ—>oc. Lúc đó x được gọi là giới hạn của 


dãy x„ và ta sẽ kí hiệu 


lim x„=x 


HT. 


hay x„ — x, m —> œ. Diễn tả lại, ta có 


(lim x„ = x) © (lim đ(x„, x)= 0) 
+ ((We >0)(3m e N):(Vn > ng}đ(x„, x) < e. 


1.5.2 Các tính chất. 
Cho (x„)„. (y„),„ là các dãy trong không gian mêtric X. Ta có 


_, 


⁄u, 


a) Nếu dãy (x,),„ hội tụ đến xe X thì mọi dãy con (1, ), của đấy 


(x„)„ cũng hội tụ đến +. 


b) Giới hạn của một dãy hội tụ là duy nhất. 

c) Nếu x„ —>x và y„ T—> y thì d(x„, y„)—> đ(x, y) khi n — oo 
Chứng mình. 

a) Giả sử (k„), là dãy tăng thực sự các số nguyên. Cho e >0, tồn 


tại số nguyên # sao cho đ{x„ x}<e khi n>”ụ. Từ đó với mọi 


n>k, >nạ ta có k,>n>nạ nên đ(x,.x]}<e nghĩa là dãy con 


+, —>x khi „co 


ta có 
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b) Giả sử x„>x và x„ +, Khi đó từ bất đẳng thức tam giác, 


d(x, x')< d(x„, x)+ đ(x„. x°). 
Cho ø —> + thì. 
0<4Éx, x')< lim đ(x„, x)+ lim đ(x„, x')=0 


nñ—€C ¡Hs 
Vậy d(x, x')=0 hay x=x” 
c) Theo bất đẳng thức tứ giác (1.3.2) ta có 
la(x,. y„)~d(, y) <d(x„.x)+(y,. y). VneN, 


Qua giới hạn khi ø —> oo ta nhận được kết quả. 


1.5.3 Các ví dụ. 


1. Hội tụ trong RẺ, Giả sử (x;)„„„ là một dãy trong RỶ với mêtric 
thông thường. Ta có 


«{-H HH KH tha 


Như vậy cho một dãy trong RỶ tương đương với việc cho & dãy số thực 
thành phần. 


Theo định nghĩa, dãy (xạ), hội tụ về xọ . x)e RỶ khi và 


chỉ khi Z(x„,x„)—>0 khi m—› oo. Điều này tương đương với 


* : ;12 ;|2 : 
l>}x, —x4 —0©|x =xj|' — 0, với mọi ¡=l,.... É 
;=l š 


©|xj —xj|— 0 hay xj — xj, với mọi ¿=I..... &, 
khi  — œ. 


Vậy sự hội tụ của một dãy trong R“ chính là sự hội tụ theo toạ độ. 
(hay thành phần) của dãy. Đặc biệt với k=l thì đây chính là sự hội tụ 
của một dãy số thực thông thường. 


2. Hội tụ trong Cụ, BỊ] 

Giả sử (x, )„ là một dãy (tức là dãy hàm) trong không gian Ct,.,i 
hội tụ đến điểm xe ST, 
Theo định nghĩa ta có 

#( Xu 2J<= max|x, ()— xữ)|—0 (z — oo). 
Diễn tả chỉ tiết của định nghĩa này là : : 
(we >0)(3ng)(Vn > nạ)(Wt e [a, bÌ):|x„ứ)— xŒ)|< e. 
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Như vậy sự hội tụ trong không gian Œ„ „¡ chính là sự hội tụ đều của 
một dãy hàm trên tập [a. b] trong giải tích cổ điển. 
3. Trong Cý „ sự hội tụ của một đãy (x„)„ đến điểm x nghĩa là 
d(x„ x)= [ Ìx,)— x#t—>0, (n— co). 


Sự hội tụ này còn được gọi là sự hội tụ “trung bình” của dãy hàm 
ạ),: 

Nhận xét : Theo định lí qua giới hạn đưới đấu tích phân của một 
dãy hàm liên tục, ta thấy rằng nếu (x, (2), hội tụ đều đến x(¿) thì 
(x„()), hội tụ trung bình đến x(z) nhưng điều ngược lại nói chung 
không đúng. Có thể coi sự “gần nhau” giữa các hàm trong tập C.„„ theo 


mêtric “max” chặt chẽ hơn mêtric “ Ệ vh 


BÀI TẬP 


1.1. Kiểm tra các tập và các hàm sau đây lập thành không gian mêtric. 


a) X=R'!, đ(x, y)= maxl|x' — yÍ, [=l,... k}. 

b) X=RẺ, đ(x, )=>lr ¬ 

trong đó x=Ẳ... +}, y=Ắy.. v'Ìe RẺ. 

c) X=MM„„ì = [ƒ :Ía. b]—› R, ƒ bị chặn trong [4, b]}, 


4ƒ. g)= sup )~ s(zÌ. 


xe|z, b] 


d) X= Cụ, „ là tập các hàm khả vi liên tục trên [a. b]. 


4(ƒ. 8)= = l7 (x)—g'(x|+|# (a)— g(a)|. 
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1.2. Giả sử đ(x, y) là một mêtric trên tập X. Chứng minh các hàm sau 
đây cũng là những mêtric trên X. 


9 A6 3)=T TT, 


b) đ;(x, y)= min(1, đ(x, y)}, 
©) đ;(x, y)= In{I+đ(+x, y)) 

1.3. Cho + ), là một đấy trong không gian mêtric X. Chứng minh rằng 
nếu ba dãy con (x;;)„, (*;;¿¡)„. (xa„)„ đều hội tụ thì dãy (x,), 
cũng hội tụ. 

1⁄4. Trong không gian Œạ ạ khảo sát sự hội tụ của các đãy (x„), được 
cho sau đây. 


a) x,)=, 


_ SInw 


b) x„(?)= 


e) x„)="(I—z"). 


§ 2. TẬP MỞ VÀ TẬP ĐÓNG 


2.1 Các định nghĩa. Cho X là một không gian mêtric. 

2.1.1 Lân cận : Cho z là một điểm của không gian X và r là một 
số dương. 

a) Ta gọi hình cầu mở tâm a bán kính r>0 trong X và kí hiệu 
B(a, r) là tập {xe X:đ(x, a)< r}. Hình cầu mở 8(a. r) cũng còn được 
gọi là một r— lân cận của điểm a. 

b) Tập UCX được gọi là một /án cận của điểm ae X nếu U có 
chứa một r— lân cận nào đố của a. Ta kí hiệu tập tất cả các lân cận của 
điểm a là A(a). Như vậy 
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(U e J(a)) œ(3r >0: B(a, r)C U} 


Từ định nghĩa ta thấy rằng các r— lân cận của z cũng là lân cận của 
điểm này. 


2.1.2 Vị trí tương đối của một điểm đối với một tập. 


Cho A là một tập con của X và xe X. Có ba v vị trí tương đối của x 
đối với tập A như sau : 


a) Có một lân cận của điểm x được chứa trong A. Khi ấy x được 
gọi là một điểm trong của A. 


- h) Có một lân cận của x nằm hoàn toàn gg3ài tập A, tức là tồn tại 

Ue V(%) sao cho ỨC A° =XXA hay UnA= Ø. Lúc này x được gọi 
là điểm ngoài của tập A. Từ định nghĩa ta thấy x lại là điểm trong của 
phần bù A“ của A. 

©) Bất cứ lân cận nào của + cũng có chứa những điểm của A và 
những điểm của A“ tức là 

VŨ e V(+y):UnAz ð và UnA' z Ø. 

Khi ấy x được gọi là điểm biên của A. Theo định nghĩa, rõ rằng x cũng 
đồng thời là điểm biên của tập A°. 

Nhận xét : Điểm trong của tập A thì phải thuộc A, điểm ngoài của 


A thì không thuộc A còn điểm biên của A thì có thể thuộc nó hoặc 
không. 


2.2 Tập mở và tập đóng. 


2.2.1 Tập mỡ. Tập AC X được gọi là một zập mở nếu A không 
chứa một điểm biên nào cả. 


Như vậy các điểm của tập mở A chỉ là những điểm trong mà thôi. 
Ta viết lại định nghĩa bằng các mệnh đề tương đương sau đây : 


¡. (A mở) œ (Vx e A: x là điểm trong của A). 

ii. (A mở) © (Vxe A, 3r >0: 8(x, r)C A). 

iii. (A mở) @ (xe A, 3U e N(+):U C 4). 

Nhận xét. 

1. Để ý rằng các tập X và tập Ø không có điểm biên nào cả nên 
theo định nghĩa các tập này là tập mở. 


34 


2. Trong thực hành ta thường dùng mệnh đề ii) để kiểm tra một tập 
nào đó là mở. 


2.2.2 Tập đóng. Tập C X được gọi là ¿áp đóng nếu Ƒ chứa tất cả 
các điểm biên của nó. 
Nhận xét. 
1. Từ các định nghĩa trên ta suy ra được 
(A đóng)  (A“ = X \ A là tập mở) 


Thật vậy, ta có Af1A“ = Ø và tập hợp tất cả các điểm biên của A 


và A” trùng nhau nên nếu 4 chứa tất cả điểm biên của nó thì Á“ không 
chứa điểm biên nào của nó cả và ngược lại. 


b) Các tập Ø và X cũng là các tập đóng. Thật vậy, vì theo a), các 
tập X“ = Ø và Ø“ = X là các tập mở. 

2.2.3 Ví dụ. 

1. Trong không gian mêtric tuỳ ý mọi hình cầu mở đều là tập mở. 

Chứng mình. Giả sử BÍa, r) là hình cầu mở tâm a bán kính r 
trong X. Khi đó với mọi xe8(ar} ta có đ(x,a)<r. Đặt 
c=r—d(x,y)>0. Xét hình cầu mở #Íx,c). Ta chứng minh 
B(+x, e)C B(a, r). Nếu ye B(x, c) thì đ(x, y)<e. Khi đó 

dịy, a)<d(x, y)+Í(x, a)<e+dÍ(x, a)—r 

nên ye B(a, r). Vậy B(a, r) là tập mở. 

2. Kí hiệu B/(a, r) là tập hợp {xeX:đ(x, a)<z} với r là số 
dương và gọi nó là hình cầu đóng. Ta có BÌ(a, r) là tập đóng vì bằng lí 
luận tương tự ví dụ 1 ta thấy XX 8!{a, r) là tập mở. 


3. Tập một điểm {a} trong bất kì không gian mêtric nào cũng là tập 
đóng vì tập các điểm biên của nó là Ø hoặc chính nó. 


4. Giả sử a, b là hai số thực. Các tập (a, b), (a, +co) là mở; các 
tập [a, b], |4. +©) là đóng trong R. 
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Lưu ý. Trong một không gian mêtric tuỳ ý X, ta có 

1. (A mở) e>(A° đóng). 

2. Có thể có những tập không mở mà cũng không đóng, ví dụ tập 
(0. 1ÌC R. 

3. Có những tập vừa mở, vừa đóng (chẳng hạn, các tập Ø, X). 

2.3 Các tính chất của tập mở và tập đóng. 

2.3.1 Định lí. Trong một không gian mêtric bất kì X.ta có : 

4) Hợp một họ tuỳ ý các tập mở là tập mở. 

b) Giao một họ hữu hạn các tập mở là tập mỏ. 

Chứng mình. 

a) Giả sử (A), là một họ các tập mở. Đặt Á= LJ4,. Nếu xeA 


¡el 
thì tổn tại ©! để xeA,. Vì A, mở nên có số dương r sao cho 
B(x, r)C A,. Khi đó B(x, r)C U A, = A. Vậy A là tập mở, 


icl 


b) Nếu 4,,..., A„ là các tập mở ta đặt A = ñ A, Với xe A tacó xeA, 


;r=] 
với mọi í=l,... ø. Mỗi A, là tập mở nên tồn tại các số dương z; sao cho 
B(x, r)C A;. Đặt r = min{n,.... ;„} >0, khi đó B(zx, r)C BÍx, „,)C A, với 
mọi ¿ =1,..., n. Do đó B(+x, r)C Ẫ A,. Theo định nghĩa, A là tập mở. l 
i=l 

2.3.2 Định lí. Trong một không gian mêtric bất kì ta có : 

a) Hợp một họ hữu hạn các tập đóng là tập đóng. 

b) Giao một họ tuỳ ý các tập đóng là tập đóng. 

Chứng mình. 

a) Giả sử Hị, F;,... F„ là các tập đóng. Khi đó các tập F;'..... Fy là 


mở. Theo công thức De Morgan (Ủ F} = Ạ F“. Áp dụng Định lí 2.3.1 
l ¡=1 =I 


— 


¿=l ỉ 


ta suy được (Ú £}" là tập mở nên (J#; =((Ú E)*}E là tập đóng. 
;¿=l =l 
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b) Chứng minh tương tự a). 
Chú ý - Giao một họ vô hạn các tập mở nói chung chưa chắc là một 


kì 3 ra l + k kì 
tập mở. Chẳng hạn, ta xét họ Œ, “|; ¬] các khoảng mỡ trong R. 
H ăEH 


Khi ấy G„ = {0} lại là không mở ({0} là tập đóng). Tương tự, hợp một 


„=l 
họ bất kì các tập đóng chưa chắc là tập đóng. (Lấy ví dụ, chẳng hạn xét 
họ F,=G¿ =(—œ, —1/n]U[l/m, +œ).) 


2.4 Điểm tụ, điểm dính. 


2.4.1 Định nghĩa. Cho A là tập cón của X. Điểm xeX được gọi 
là điểm rụ của tập A nếu bất kì lân cận nào của x đều có chứa một điểm 
của A khác với x. 


Điểm xe A được gọi là điển đính của tập AC X nếu bất kì lân cận 
nào của + đều có chứa một điểm của 4. 


2.4.2 Ví dụ. 


1. Trong R cho tập A=lt z Tn me} Khi ấy A có điểm tụ 
"n 


duy nhất là điểm 0. Mọi điểm thuộc A đều là điểm dính của nó nhưng 
không phải là điểm tụ của A. 


2. Mọi điểm của tập  =(0. 1] đều là điểm tụ của 8Ö. 

2.4.3 Định lí. Điển xe X là điển tụ của tập A nếu và chỉ nếu bất 
kì lân cận nào của x đều có chứa vô số điểm của tập A. 

Chứng mình. Điều kiện đủ là hiển nhiên. Ta chứng minh điều kiện cần. 
Giả sử bất kì lân cận của x đều có chứa một điểm khác với x. Cho là 
một lân cận của x, ta chứng minh trong Ứ có chứa vô số các phần tử của 


A4. Theo định nghĩa của lân cận, tồn tại số dương z¡ sao cho Ö8(+x, z,)C Ù. 
Gọi xịeA\B(x,n), xịe=x. Lấy số dương r„ <min{2(x, x,), 1/2}. 
Xết hình cầu mở ð({+, z,). Chọn +; Af\ð(x. r„), x;=+. Hiển nhiên 
x; =x,. Bằng quy nạp, lấy số đương z„< min{đ(x, x„_,). l/z} và chọn 
được x„e Af\B(x, r„), x„x với mọi øe. Ta thấy rằng với n=z n 


thì x„ z x„. Như thế trong Ø có chứa vô số phần tử x„ của A. Vậy theo 
định nghĩa, x là điểm tụ của tập A. R 


2.4.4 Nhận xét. 


1. Điểm tụ hoặc điểm dính của tập hợp 4 thì không nhất thiết phải 
thuộc 4. 


2. Nếu x là điểm tụ của tập A thì x là điểm dính của A. Ngược lại 
nói chung không đúng. 


3. Từ chứng minh định lí trên, ta thấy x là điểm tụ của A khi và chỉ 
khi tồn tại một dãy (x„), của A với x„ z x„ (khi „ = ø”) hội tụ về x. 


4. x là điểm dính của A khi và chỉ khi tồn tại một dãy (x„) C 4 
(các phần tử của dãy không cần phân biệt) hội tụ về x. 

2.4.5 Định lí. Tập A là đóng khi và chỉ khi A chứa mọi điểm tụ 
(t.ư., điểm dính) của nó. 

Chứng mình. Giả sử A là tập đóng và x là điểm tụ (t.ư., điểm dính) 
của A. Khi đó x chỉ có thể là điểm trong hay điểm biên của A nên phải 
thuộc A. Ngược lại, nếu x £ A, theo giả thiết x không phải là điểm tụ 
(t.ư., điểm dính) của A nên phải có r>0 sao cho B(x, r)1A= Ø. Như 
vậy Á“ là tập mở hay A là tập đóng. 

Hệ quả sau đây được dùng thường xuyên để kiểm tra một tập hợp 
nào đó là đóng. 

2.4.6 Hệ quả. Tập A !à đóng khi và chỉ khi với bất kì dấy 
(x„)„C A, nếu x„ —> x thì x phải thuộc A. 

Chứng mình. Suy trực tiếp từ Định lí 2.4.5 và Nhận xét 2.4.4. R 

2.5 Phần trong và bao đóng của một tập. 
2.5.1 Định nghĩa. Cho A là một tập con của không gian mêtric X. 

Để ý rằng luôn luôn có một tập mở chứa trong A, chẳng hạn tập Ø và có 
một tập đóng chứa A, chẳng hạn X Đ A. 

a) Hợp của tất cả các tập mở chứa trong A được gọi là phần trong 
của Á, kí hiệu À hay intA. 

b) Giao của tất cả các tập đóng chứa A được gọi là bao đóng của 
A, kí hiệu A hay cl A. 

Từ định nghĩa ta có : 

2.5.2 Định lí. Cho AC X. Ta có các mệnh đề sau đây - 
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Mx.. 3š 


1) A là tập mở lớn nhất được chứa trong A, nghĩa là nếu ŒGŒC A là 
một tập mở thì GC Ä. 


2) A là tập mở khi và chỉ khi A = Â. 

3) Phần trong À của tập A là hợp tất cả các điểm trong của A. 

Chứng mình. Đề ý rằng hợp một họ tuỳ ý các tập mở là mở nên từ 
định nghĩa, ta có ngay Mệnh đề 1. Nếu Á= Á thì đương nhiên A là tập 
mở vì Ả mở, Ngược lại, nếu Á mở thì từ ÁC A và A là tập mở lớn nhất 
chứa trong A nên AC A. Vậy Mệnh đề 2 được chứng minh. 


Tiếp theo, giả sử xe Á. Vì Ả là tập mở nên nó là một lân. cận của 
x. Như thế x là một điểm trong của 4. Mặt khác, nếu +x là một điểm 
trong của A thì có >0 để hình cầu mở ð{+x, r)C A. Theo Mệnh đề 1, 


ta có xeðÍx,r)CA. I 

Đối với bao đóng, ta có các mệnh đề sau : 

2.5.2” Định lí, 

1) Bao đóng A là tập đóng bé nhất chứa tập A, nghĩa là nếu F là 
tập đóng và PS A thì AC F. 

2) A là tập đóng khi và chỉ khi A = A. 

3) Bao đóng A của tập A bằng hợp của A_ và tập tất cả các điểm 
biên của A. 

Chứng mình. Các Mệnh đề 1, 2 được suy luận tương tự như các 
Mệnh để 1, 2 trong Định lí 2.5.2. Kí hiệu ÔA là tập tất cả các điểm biên 
của A. Bây giờ ta chứng minh A= AUôÔA. Giả sử xø A. Vì 4 đóng nên 
tồn tại r>0 để B(x, r)"A= Ø hay B(x,r)nA= ð. Vậy xế AUôA. 
Ngược lại, nếu x # AUôØA thì x là một điểm ngoài của A nên tồn tại số 
dương r sao cho Ö8(x,r)nA=Ø. Như thế xếXVB(x,r)OA hay 
xe£A.I 
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2.5.3 Hệ quả. Cho A là một tập con của X. Ta có 

1} A là tập hợp tất cả các điểm dính của A, Như vậy xeœA khi và 
chỉ khi tôn tại một đấy (x„)„ CA sao cho x„ — A. 

2) A bằng hợp của A và tập tất cả các điểm tụ của A. 

2.5.4 Ví dụ. 

1. Cho a<? là hai số thực. Đặt A = (a, b]. Khi đó 


Ä =(a, b), Ä=|a, b].Á = (a, b). 
2. Bao đóng tập các số hữu tỉ Q trong R chính là tập R. 
3. Trong không gian mêtric X tuỳ ý, ta luôn luôn có B(a, r)}C B!(a, r). 


2.6 Tập hợp trù mật —- Không gian khả li. 

2.6.1 Định nghĩa. Giả sử A, ở là hai tập con trong không gian 
mêtric X. Ta nói tập A írà mật trong B nếu BC A. Nếu ACX và 
A=X thì ta nói tập A trủ mật khắp nơi. 

2.6.2 Nhận xét, 

1. Theo định nghĩa A trù mật trong 8 khi và chỉ khi mọi điểm của 
B là điểm dính của tập A. Nói một cách tương đương, với mọi xe 8 tồn 
tại một đãy (x„),C A sao cho x„ —> x. 


2. Giả sử A trù mật trong Ö và Ö trù mật trong C. Khi ấy A cũng 
trù mật trong Œ. 


Thật vậy, do CC B và BC A nên CCBCA=A. 

Vị dụ. 

1. Trong R, tập số hữu tỉ Q trù mật khắp nơi. 

2. Tập hợp các đa thức xác định trên [a, b| trù mật trong không 
gian C„,j (xem Định lí Weierstrass 5.6. .) 


2.6.3 Định nghĩa. Không gian mêtric X được gọi là khả !¡ nếu tôn. 
tại một tập hữu hạn hay đếm được AC X trù mật khắp nơi. 


Các không gian khả li có vai trò quan trọng. Nhiều lúc chỉ cần nắm 
thông tin trên một tập con “khá nhỏ” là ta có thể đánh giá, am hiểu các 
đối tượng xác định trên toàn bộ không gian. 
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Để ý rằng tập QÝ =Qx...xQ, (trong đó Q là tập số hữu tỉ) đếm 
 ỚNNN 
&k lần 


được và trù mật khắp nơi trong RÝ, & =1, 2--- Như vậy R“ là một ví dụ 
về không gian mêtric khả li. 
2.7 Tập mở và tập đóng trên đường thẳng thực. 


Theo định nghĩa, ta thấy mỗi tập mở trong không gian mêtric tuỳ ý 
có thể biểu diễn thành hợp của một họ các hình cầu mở. Đặc biệt tập mở 
trong R có cấu trúc cụ thể hơn như định lí sau : 


2.7.1 Định lí. Mỗi rập mở trong R bằng hợp một số hữu hạn hay 
đếm được các khoảng mỏ không giao nhau. 

Chứng minh. Giả sử G là một tập mở trong R. Với xeŒ tồn tại 
r>0 sao cho 8x, r)=(x—r, x+r)}CŒ. Kíhiệu A, là hợp tất cả các 
khoảng mở chứa trong Œ và có chứa x. Ta chứng minh Á, cũng là một 
khoảng mở. Thật vậy, đặt p=infA,, =supA,, (?, 4 có thể bằng 
—œ, +©œ). Với mọi yeA, thì p<y<4 vì trước hết rõ ràng ta có 
pSy<S4. Nếu y=p thì có một khoảng mở chứa x và chứa cả p nên 
mâu thuân với p=infA,. Tương tự y không thể bằng ¿. Vậy 
A,C(p.g). Ngược lại nếu ye(p, 4), giả sử p<y<x. Theo định 
nghĩa của infimum, tồn tại ?€AÁ,:p<r†?<y<x. Do đó có một khoảng 
mở chứa x và chứa luôn cả ¿. Vì thế y thuộc khoảng mở này tức là 

_yeA,. Vậy A, =(p, q). 


Bây giờ ta xét tất cả các khoảng A, ứng với các điểm xeŒ. Hiển 
nhiên G= J A,. Nhận xét rằng nếu z€A, thì A,CA, (vì A, là 


xe 
khoảng mở lớn nhất chứa x) nhưng lúc đó xeA, nên A,CA, tức là 
A,=a,. Cho nên với hai khoảng mở A, và A, thì hoặc A,nA,=ếø 
hoặc À,= A, (vì nếu có zeA,ñA, thì A,=A,= A,). 

Vậy G bằng hợp của những khoảng mở rời nhau. Trong mỗi 
khoảng mở đó ta chọn một số hữu tỉ. Vì tập các số hữu tỉ đếm được nên 


số các khoảng mở lập thành G là hữu hạn hay đếm được. Định lí được 
chứng minh xong. F 


Do mỗi tập đóng là phần bù của tập mở nên ta có : 
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2.7.2 Hệ quả. Mỗi tập đóng trên RÑ_ là phần còn lại sau khi rút khỏi 
R một số hữu hạn hay đếm được các khoảng mở rời nhau. 


Các khoảng mở này được gọi là các khoảng kề của tập đóng đó. 
2.8 Tập mở và tập đóng trong không gian con. 


Giả sử X là một không gian mêtric, Y là không gian con của X và 
A là một tập con của Y. Để ý rằng, nếu A là một tập mở (hay đóng) 
trong Y thì chưa chắc A là mở (hay đóng) trong X. Tuy nhiên ta có : 


2.8.1 Định lí. Điều kiện cần và đủ để tập A mở trong không gian 
con V là tôn tại tập mở G trong ÄX sao cho A=GfY. 

Chứng minh. Kí hiệu By (a, r), By (a, r) lân lượt là các hình cầu mở 
trong X và Ÿ tương ứng. Nếu aeY thì By(a,r)={yeY :đía, »)<r} 
=YnB,(a, r). Giả sử A là tập mở trong Y, khi đó với mọi xe A tồn tại 
r. >0 sao cho Öy (x, r)CY. Đặt G= U By (x, r,), tức là G bằng hợp 


của một họ các tập mở (trong X) nên nó là tập mỡ trong X. Hơn nữa, 


A= UB.(xs)= U(8,(x, n)n#) 


xeÄA 


=Ynt(U Bz(x, +)=YngG. 


xeA 

Ngược lại, cho A=fñ1Y với G là tập mở trong X. Nếu xeŒfY 
thì do G mở nên tồn tại r>0 sao cho B,(x,r)CŒ. Thành ra 
By (x, r)= By (x, rÌ)DY CGOY =A hay A mở trong Y. 

2.8.2 Định lí. Điều kiện cần và đủ để tập A đóng trong Y là tổn tại 
một tập đóng F trong X sao cho A=YfE. 

Chứng minh. Tập A đóng trong Y khi và chỉ khi YVXA là mở trong 
Y. Theo Định lí 2.8.1, tồn tại tập mở G trong X sao cho Ÿ\XA=G()Y. 
Khi đó 

A=Yn(XvG)=YnF 

với F = XNG là tập đóng. 

Từ các định lí trên ta đễ đàng suy ra hệ quả sau. 


2.8.3 Hệ quả. Để mọi tập con ACY. mở (t.w., đóng) trong Ÿ cũng 
là mở (t.w., đóng) trong X, điều kiện cần và đủ là Y là tập mở (t.ư., 
đóng) trong X. 
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2.1. 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


BÀI TẬP 


Giả sử X là không gian mêtric, Á C X và xeX. 


a) Chứng minh rằng x là điểm dính của A khi và chỉ khi 
đ(x, A)=0. Suy ra 


(A đóng) © (4(x. A)=0 © xe A). 

b) Cho e> 0. Chứng minh 

{x<X:(+x, A)< e} là tập mở, 

{xeX:4(z, A)< e} là tập đóng. 
Cho , ;¿ là hai tập đóng trong không gian mêtric X sao cho 
tnE =ó. 
a) Chứng minh tập G={xeX:d(zx, h)<d(x, R)} là tập mở, 
đồng thời CƠ, ỚnE =ó. 


' b) Từ a) suy ra có các tập mở Ớ,, GŒ; sao cho CÓ, FC, và 


G(ñG; =ọ. 
Một tập A trong không gian mêtric X được gọi là một tập kiểu Œ; 


(tư., # ) nếu A bằng giao (t.ư., hợp) của một họ đếm được các tập 
mở (t.ư., đóng). 


Chứng minh rằng trong không gian mêtric X mỗi tập đóng là tập 
kiểu Œ, và tập mở là kiểu #.. 


Giả sử A, 8 là các tập con của không gian mêtric X. Chứng minh 
a) int(intA)=intA, Á= 4. 
b) Nếu AC 8 thì ÁC 8, ACB. 


c) in(An8)= n8, in(AUB)2 AU 8 


đ) AUB=AUð, An8=AnB. 


43 


2.5. 


2.6. 


2.7. 


2.8. 


Cho A là một tập mở chứa trong không gian mêtric X. Chứng minh 


rằng nếu 4. là tập hợp trù mật khắp nơi thì A“ =XXA là một tập 
không đâu trù mật. 


a) Cho A là một tập mở trong không gian mêtric X. Hãy chứng tỏ 
rằng với mọi tập 8C X ta luôn luôn có 


AnBcCAn8 


b) Tìm ví dụ về các tập mở A. 8 trên R sao cho 4 tập Aí)B, 


An#, An và An đêu khác nhau. 
Trên R hãy tìm một dãy các tập đóng, khác trống (Ƒ„) sao cho 


"n 


hSF; S5--:: nhưng ñ F, = Õ. 
n=] 


Chứng minh rằng mọi không gian con của không gian mêtric khả li 
là khả lï. 


§ 3. ÁNH XẠ LIÊN TỤC 


3.1 Định nghĩa và các tính chất chung. 
Cho hai không gian mêtric (X, đ,) và (Y, đ;). Nếu không sợ nhầm 


lẫn, ta dùng kí hiệu đ để chỉ cả đ, lẫn đ;. Giả sử ƒ là một ánh xạ từ X 


vào Y và xạ là một điểm của X. 


3.1.1 Định nghĩa. 


L) Ánh xạ ƒ được gọi là /iên rục tại xạ nếu mọi e>0 cho trước, 


tồn tại ô >0 sao cho đ(ƒ(x),ƒ(xạ)}<e với mọi xe X mà đ(x. xạ)< 8. 


_ Định nghĩa này thường gọi là định nghĩa về tính Hên tục bằng ngôn 
ngữ c, ô. 


2) Ánh xạ ƒ được gọi là liên tực trên AC X nếu ƒ liên tục tại mọi ỉ 


điểm xe A. 


Một tiêu chuẩn tương đương với định nghĩa trên thường dùng để 


khảo sát tính liên tục một cách có hiệu quả, cho bởi định lí sau : 
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3.1.2 Định lí. (Tiêu chuẩn qua đãy) Ánh xạ ƒ liên tục tại xạ e X 
khi và chỉ khi với mọi đây (x„), C X, nếu x„ — xạ thì ƒ(x„)— ƒ (§). 
Chứng mình. Giả sử ƒ liên tục tại xạ và (x„), là một dãy trong X 


sao cho x,->xạ. Ta hãy chứng minh ƒ(x„)—› ƒ(xạ) trong Y. Cho 
c>0, vì ƒ liên tục tại xạ nên có 6 >0 để 


d(ƒ(x), ƒ(xạ))<e khi ả(x, xạ) <8, xeX. 
Vì x„ — xụ nên với ô >0 ở trên, tổn tại ø eN để đ(x„,x„)< É khi m > nạ. 
Nhưng lúc đó theo trên thì đ(ƒ(x„),ƒ(xo))<e. Vậy ƒ(x„)— /(xạ). 
Ngược lại, ta dùng phản chứng. Giả sử ƒ không liên tục tại +ạ. Khi 
ấy tồn tại e>0 sao cho với mọi 6>0 tồn tại xeX:đ(x.xg)<ö và 


d(ƒ(x). ƒ(xạ))>e. Lấy Š lần lượt bằng ], san +,... thì sẽ có sa 
" 


+„... thuộc X thoả mãn đ(+x„, x;)<L nhưng 4[ƒ(x,), f(xu))>e. Như 
H 


vậy ta đã chỉ ra một dãy (x„) CX, x„—>xạ nhưng ƒ(x,) z# ƒ(*ạ). 
Điều này mâu thuẫn với giả thiết. Định lí được chứng minh. 

Khái niệm giới hạn theo tập của một ánh xạ trong không gian 
mêtric có thể định nghĩa trực tiếp hoặc thông qua ánh xạ liên tục như 
sau đây. 


3.1.3 Định nghĩa. Cho A là tập con của không gian mêtric X và ƒ 
là một ánh xạ từ A vào không gian mêtric Ÿ, +; là một.điểm tụ của A. 


Ta nói ƒ có giới hạn €Y khi x dần đến xụ và kí hiệu lim ƒ(x)=/ nếu 


Aơờg 


ánh xạ F:AU{xy¿}—>Y xác định bởi : 


ƒ(x),xeA\{2¿} 


x=%g. 


xF(Œx)= 


liên tục tại điểm xạ. 


Có thể diễn tả lại định nghĩa trên như sau : 


45 


(lim ƒ(x)= Ð © ((Ve > 0)\(3ễ >0): (Vx € Á), 


k.— 


0<đ(x, x)<ô> đ(ƒŒ),D <e) 
Ầ ((V(x,), e AX{x})sx —-Xụ => ƒ(x„)—1 )- 

3.1.4 Định lí. Cho X, Y !à hai không gian mêtric và ƒ:X —>Y là 
một ánh xạ. Các mệnh đề sau đây là tương đương - 

ad) ƒ liên tục trên X. 

b) Với mọi tập mở G CY thì tập ƒ”'(G) là mở trong X. 

c) Với mọi tập đóng F CY thì tập ƒ”!(F) là đóng trong X. 

Chứng mình. 

a) => b). Giả sử xeƒ !(G), khi đó ƒ(x)eG. Vì Œ mở trong Y 
nên tồn tại e>0 để 8y (ƒ(x), c}CG. Do ƒ liên tục tại x nên với e này 
thì tồn tại 6>0 sao cho Vx'eX, đ(x',x)<§ thì đ(ƒ(x),ƒ())<e 
Điều này có nghĩa là với mọi xe 8y (x, 6) thì ƒ(x)e 8y(ƒ(x), c}CG 
hay x'eƒ !(G). Vậy B„(x. 6)C ƒ '(G) nên ƒ”!(G) là mở, 

b) = a). Cho xeX và c>0. Tập B=By/(/(z), e) là tập mở 
trong Y nên ƒ !{B) mở trong X và xe ƒ”`'(B). Do vậy, tồn tại 6 >0 
sao cho Ö8{x, 6)C ƒ !(B). Nói cách khác, với mọi x'@X sao cho 
d(x', x)<§ thì xe/ƒ !{Ð) nên ƒ(x)« 8, nghĩa là 4(ƒ(x), ƒ(x))<e. 

b) © c). Ta có 

⁄ 7. W1E0=#*x7 0). 


Do đó từ mối liên hệ giữa tập mở và tập đóng, ta lấy E lần lượt bằng F 
và G thì suy ra được điều phải chứng minh. I 


3.1.5 Định lí. Giả sử X, Y, Z là ba không gian mêtric, ƒ:X S>Y 
liên tục tại xạ, g:Y —>Z. liên tục tại yạẹ = ƒ(xụ)<Y. Khi ấy ánh xạ hợp 


h=goƒf:X—>Z liên tục tại xạ. 
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Chứng mình. Giả sử (x„) CX và x„ xạ. Do ƒ liên tục tại 
+; nên ƒ{z,)->»yạẹ=ƒ(xy) và g cũng liên tục tại f{) nên 


#(ƒ(„))—> s(ƒ(x))- Như thế (ge ƒ)(x„)—>(øgo ƒ)(xg). Vậy h=goƒ 
liên tục tại xạ. 


3.2 Ánh xạ đồng phôi. 

3.2.1 Phép đồng phôi. Cho X, Y là hai không gian mêtric. Giả sử 
ƒ:X—›Y là một song ánh sao cho ƒ và ƒ”' đều là các ánh xạ liên tục 
thì ƒ được gọi là một ánh xạ đồng phôi (hay phép đồng phôi) từ X lên 
Ÿ. Hai không gian mêtric được gọi là đồng phôi với nhau nếu tồn tại một 
phép đồng phôi từ không gian này lên không gian kia. 

Vị dụ. 

1. Lấy X ={a, b), Y =(0, I) là hai tập con của tập số thực R với 
mêtric thông thường. Khi ấy X, Y đồng phôi với nhau nhờ ánh xạ 


+ a 


2. Cho X=R và Ÿ =(0. I) cũng với mêtric thông thường thì chúng 
đồng phôi với nhau bởi ánh xạ. 


ƒŒzx)= site ĐỂ, 
T 2 


Nhận xét. 


I. Theo Định lí 3.1.4, một phép đồng phôi biến một tập mở (t.ư., 
đóng) trong không gian này thành tập mở (t.ư., đóng) trong không gian 
kia và ngược lại. Do đó tất cả các khái niệm, định nghĩa, tính chất trong 
không gian mêtríc mà dẫn xuất từ tập mở đều bất biến qua phép đồng 
phôi, nghĩa là các tập 4C X, các điểm xe X có các tính chất hay tên gọi 
kể trên thì qua ánh xạ đồng phôi ƒ, các tập ƒ(A), các điểm ƒ(z) trong 
Y cũng có tính chất, tên gọi như vậy. 

2. Các khái niệm về hình cầu, khoảng cách, bán kính,... không bất 
biến qua phép đồng phôi. Chúng bất biến qua một khái niệm mạnh hơn, 
được định nghĩa tiếp theo sau đây. : 

3.2.2 Phép đẳng cự. 


Cho X. Y là hai không gian mêtric. Một song ánh ƒ từ X lên Y 
được gọi là một phép đẳng cự nếu 
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vx,x'eX:4(ƒ(+), ƒ£(x))= a(x, x). 

Hiển nhiên lúc đó ƒ”':Y —›X cũng là phép đẳng cự và ta gọi X, Y là 
hai không gian đẳng cự với nhau. 

Nhận xét. 

I. Nếu ƒ là phép đẳng cự từ X lên Y thì rõ ràng ƒ cũng là phép 
đồng phôi từ X lên Ÿ. 

2. Cho X là một không gian mêtric còn Ý là một tập hợp bất kì. 
Giả sử có một song ánh ƒ:Y òoX. Khi ấy nếu đặt 
đ`(y, y)=4(f0), ƒ(y)) thì đ” là một mêtric trên Y và hơn nữa X, Y 
là hai không gian mêtric đẳng cự. ị 

3. Theo quan điểm của không gian mêtríc, nếu X, Y đẳng cự với 
nhau thì chúng được đồng nhất với nhau. 


3.2.3 Mêtric tương đương. 
Cho đj, đ; là hai mêtric trên cùng một tập X. Khi đó ta có hai 
không gian mêtric khác nháu (X, đ,) và (X, đ„) có chung “tập nền” X. 
Hai mêtric đj, đ, được gọi là /zơng đương tôpô nếu ánh xạ 
đồng nhất 
¡:XX 
XiarX 
là một phép đồng phôi từ không gian (X, đ,) lên (X, đ;). 
Nếu tồn tại các số dương m, M sao cho 
má, (x, y)< đ;(x, y) < Mái (x. y) 
với mọi +, yeX thì đ,, đ; được gọi là hai mêtric rương đương đều. 
Nhận xét. 
1. Từ định nghĩa ta suy ra nếu đj, đ, tương đương đều thì chúng sẽ 
tương đương tôpô nhưng điều ngược lại nói chung không đúng. 


2. Hai mêtric tương đương tôpô thì họ các tập mở (t.ư., đồng) trong 
hai không gian này trùng nhau. Tất nhiên các khái niệm khác dẫn xuất từ 
tập mở cũng trùng nhau. 


Hai mêtric tương đương đều thì thêm nữa là các tính chất liên quan 
đến khoảng cách cũng sẽ bất biến định tính. 
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3.3 Suy rộng các ánh xa liên tục. ; 

Giả sử X, Y là các không gian mêtric và ƒ là ánh xạ từ X vào Y. 
Nếu ƒ liên tục thì với mọi ACX, thu hẹp của / lên A, kí hiệu 

- ƒẠ:A->Y, ƒ,(x)= ƒ(x) cũng là ánh xạ liên tục trên A. Ngược lại, cho 
h:A—>Ÿ liên tục thì với điều kiện nào tồn tại ánh xạ ƒ: X —>Y liên tục, 
duy nhất và ƒ, =h ? 

Trước hết ta thiết lập các định lí để suy ra tính duy nhất của suy rộng. 

3.3.1 Định lí. Giả sử ƒ. g là hai ánh xạ liên tục từ X vào Y. Khi 
đó tập hợp 

A=lxeX:ƒ(x)=g(x)} 
là tập đóng trong X. 

Chứng mình. Giả sừ xạ œ A. Khi đó tôn tại đấy (x„) CA sao cho 
x„ —> xụ. Theo tiêu chuẩn qua dãy, ta có ƒ(x„) — ƒ (xạ) và ø(x„) — #(%ạ). 
Vì x„eA nên ƒ(x„)=ø(x„) với mọi neN nên ƒ(x¿)= ø(xạ) do giới 
hạn của mỗi dãy hội tụ là duy nhất. Vậy xạ A hay A= 4, có nghĩa là 
A đóng. ý 

3.3.2 Hệ quả. Giả sử ƒ, g là hai ánh xạ liên tục từ X vào Y. Nếu 
ƒ(x)=g(x) với mọi xeA trong đó A=X thì ƒ(x)= g(x) với mọi 
x€X.. : 

Chứng minh. Đặt D={xeX:ƒ(x)= g(x)}. Theo Định lí 3.3.1, 
Ð là tập đóng và AC D. 

Ta có 

X=ACD=DCX. 
Vậy D=x hay ƒ(x)= g(x) với mọi xe X. § 

3.3.3 Định lí. Cho X, Y là hai không gian mêtric, A là tập con trù 
mật trong X và ƒ là ánh xạ liên tục từ A vào Y. Điêu kiện cần và đủ để 
tôn tại ánh xạ ƒ:X—Y liên tục, thoả mãn lạ = ƒ là lim ƒ() tồn tại 

z—>x 


với mọi xe X. Khi đó ánh xạ ƒ_ duy nhất. 
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Chứng minh. Trước hết ta diễn tả lại khái niệm giới hạn như đã định 
, nghĩa ở 3.1.3, nhờ dãy sau đây : 


[/9=!styé)cere, TT 
Điều kiện cần. Giả sử tồn tại ƒ liên tục và ƒ, = ƒ. Khi đó VxeX và 
V(z„)C A sao cho z„ —>x thì ƒ(z„)  ƒ (+). Nhưng vì ƒ(z„)= ƒ(z„) nên 


ƒ(z„)—!= ƒ@) tức là giới hạn lim ƒ(z) tôn tại với mọi x € X. 


Điều kiện đủ. Với mọi xeX đặt Ƒ(x)= lim ƒ(z) Nếu xe A hiển 
Pht 
nhiên ƒ(x)= ƒ(z) tức là ƒ, = ƒ. Ta chứng minh ƒ liên tục. 
Giả sử xe X và (x„), là một dãy trong X hội tụ đến x. Theo cách 
„ đặt, ta có ƒ(x„)= lim ƒ). Do đó, theo điều diễn tả nói trên, với mỗi 
ze 


T—X„, 


ñn€N tổn tại z„€ A sao cho đ(z„, ZÌ<+ và đ(ƒ(x„). #(s,))<—. 
Pg n 


Vì đ(z„, x)< 4(z„, x„)+ 4(x„, x)<L+dWx,. +) 0Œ — œ) 
H 


tức là z„ —› x, z„A nên ƒ(x)= lim ƒ(}. 


n> 


Suy ra 
4((x,).ƒG))<4(ƒG,).7,))+4(7G,)ƑG9) 
< „+4(/(s,).7)) —0 Ín—œc) 
Điều này có nghĩa là ƒ liên tục tại xeX. Vì x bất kì nên ƒ liên 
tục trên X. Tính duy nhất của ƒ được suy từ Hệ quá 3.3.2. 


Nhận xét. Một số các hàm số liên tục trên R có thể xem là các suy 
rộng của hàm số liên tục xác định trên tập số hữu tỉ Q trù mật trong R, 
chẳng hạn như là hàm số mũ là mở rộng của luỹ thừa. 
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3.1. 


BÀI TẬP 


Giả sử ƒ là ánh xạ từ không gian mêtric X vào Y. Chứng minh các 
mệnh đề sau đây là tương đương. 


. 8) ƒ liên tục tại xạ e X 


3.2. 


3.3. 


3.4.* 


3.5. 


3.6. 


b) Nếu Ve V(ƒ(x;)) thì ƒ""(V)e A(%) 


c) Với mọi V e M(ƒ (xạ)) tồn tại U e A(xạ): ƒ(U)C V. 

Chứng minh các ánh xạ từ Œ(„„¡ vào R cho bởi các công thức sau 
đây là liên tục. 

a) x()— ƒ(x) = [` xứ)á: 

b) x— ƒ(x)= x(a). 

Cho và #; là hai tập đóng trong không gian mêtric X. Đặt 
A=hHUÈ; và ƒ:A->Y là một ánh xạ xác định trên A. Chứng 
minh rằng nếu fÌz : f|s là các ánh xạ liên tục thì ƒ liên tục trên A. 
Cho X, Y, 2 là ba không gian mêtric, ƒ:X —>Y, g:Y ->Z là các 
ánh xạ liên tục. Chứng minh rằng nếu ƒ là một toàn ánh còn øo ƒ 
là phép đồng phôi của X lên Z thì các ánh xạ ƒ, ø lần lượt là các 
phép đồng phôi. 

Cho X, Y là hai không gian mêtric và ƒ:X —>YÝ là một toàn ánh 


liên tục từ X lên Y. Giả sử A là một tập hợp trù mật khắp nơi 
trong X. Chứng minh tập ƒ(4) trù mật khắp nơi trong Y. 


Cho A, Ö là các tập con đóng của không gian mêtric X thoả mãn 
AfìB= ð. Với mỗi xe X ta đặt 


d(+x, A) 
d(x, A)+d(x, B) 


a) Chứng minh œ là một ánh xạ liên tục từ X —> R thoả mãn điều 


@(%)= 


kiện 0<œ(+)<1 với mọi xe X. Hơn nữa œ(x)=0 tương đương 
x€4A và ¿@(Íx)=l tương đương xe B. 
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3.7. 


3.8. 


3.9. 


b) Đặt Œ =ụ |-= 3} G, =v"'ÍE, +} Chứng minh Gi. Ở; 


là hai tập mở thoả mãn A CỚ,, BC G; và G,ñG; = ð. 


Cho X, Y là hai không gian mêtric và ƒ là một ánh xạ liên tục từ 
X vào Y. Chứng minh hai mệnh đề sau đây tương đương : 
a) ƒ liên tục, 


b) Với mọi tập 8CY ta có ƒ~'(nf 8)C inf(ƒ~!{8)). 

Cho ƒ£ là một hàm số liên tục trên R. 

a) Chứng minh hàm số #(zx, y)= ƒ(x)— y là hàm số liên tục trên RỶ. 
b) Suy ra đồ thị G, của hàm số ƒ là tập đóng trong RỶ với 
G, ={Í4,ƒ(x)):xe R} 


Trong tập RỶ ta xét 3 mêtric sau : 


với x=(x\,...x!), y=(yL,....y')e RỶ 


Chứng minh ba mêtric này tương đương đều với nhau. 


§ 4. KHÔNG GIAN MÊTRIC ĐẨY ĐỦ 


4.1 Định nghĩa và các ví dụ. 
4.1.1 Định nghĩa 
1. Dãy (x„,), trong không gian mêtric X được gọi là đấy cơ bản 


hay đấy Cawchynếu lim đ(zx„, x„)=0. Nói cách khác, (x,), là dãy cơ 


m, n— 


bản khi và chỉ khi 
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(ve >0)(3nạ):(Vm, n > nạ) d(x„, x„)<€. 
Ta có các tính chất đơn giản sau : 


a) Nếu (x„), là một dãy hội tụ thì nó là dãy cơ bản trong X. 

b) Nếu dãy cơ bản (x„), có một dãy con (z,,) C{(+,), sao cho 
(x¡.), hội tụ đến xạ thì chính dãy (x„), cũng hội tụ về xạ. 

Thật vậy, ta có 

đ(x„xụ) S4(x„.x, )+ 4(x, ,xụ) — 0 khi ø — co 
vì (k„),„ là dãy số nguyên tăng và &„ > ø. 

2. Không gian mêtric X được gọi là không gian mêtric đầy đủ nếu 
mọi dãy cơ bản của nó đều hội tụ trong X. 

Như vậy nếu không gian mêtric X là đầy đủ thì muốn biết một dãy 
có hội tụ hay không (mà không quan tâm đến giới hạn) ta chỉ cần xem nó 
có phải là một dãy cơ bản hay không. 

Nhận xét. Khái niệm đầy đủ xuất phát từ tính chất của tập số thực : 
Mọi dãy số thực thoả mãn tiêu chuẩn Cauchy (dãy cơ bản) đều hội tụ về 
một số thực trong R. Tính chất này đóng vai trò cốt yếu trong việc thiết 
lập tính đầy đủ của phần lớn các không gian mêtric. 

4.1.2 Ví dụ. 


1. Không gian RỄ với mêtric thông thường là không gian đầy đủ. 


Thật vậy, cho (x„), C RỶ là một dãy cơ bản, trong đó x„ = (z) ' ). 


Lễ hà” 


£ xi 
< Í3>|x/ — xi =đ(x„, x„) — DỤm, m— o©) 
j=I 


ỉ 


nên với mọi ¿=l, 2,.... k các đây số thực b) cơ bản trong R. Do đó 


Hiển nhiên ta có 


.Í Là 
lx; Tự 


x„ — xạ khi ø—>co. Theo Ví dụ 1.5.3 ta biết rằng sự hội tụ của một dãy 
trong RẺ là sự hội tụ theo toạ độ nên ta kết luận được rằng dãy (x„ } hội 


tụ VỀ xạ = lỡ cua x4) cRf, Vậy RẺ là không gian đây đủ. 
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2. Kí hiệu X =(0, I|CR và đ là mêtric thông thường trên X tức là 
d{(x, y) =Ìx— y|. Không gian này không đây đủ. 


Thật vậy, lấy dãy (xa), xác định bởi x„ = _ trong X. Ta có 
H 


“2+. -3Ó (m, n — oo} 


, —Xm|= ném 


_-< 
Hẻm 


nên nó là dãy cơ bản nhưng không hội tụ về một điểm nào trong X. (Nếu 
xét trong R hay trong [0, I] thì dãy này hội tụ về 0.) 


3. Không gian Œ„ „¡ là không gian đầy đủ. 
Chứng mình. Giả sử (x„), là một dấy cơ bản trong C¡„.„ị. Theo định 
nghĩa ta có : 


dđịx.,x.)}= max |x, ()— x„ (2)|—>0 (m,, n — oo). 


'Với mỗi e [a, b|, hiển nhiên ta có 
|x„)— x„(Ð|<4(zx„. x„). 

SUY ra (x, (2), là dãy cơ bản trong R nên nó hội tụ. Với mọi :e[a, b] ta 
. đặt xÉữ)= ]m x„(r). Như thế ta xác định được hàm x trên Ía. b]. Tiếp 
theo, ta kiểm tra rằng xeŒ,„¡ và x„ >x trong không gian Œ¡„„). Lại 
dùng định nghĩa của dãy cơ bản, với mọi e >0 tổn tại mạ sao cho với mọi 
m, ñ > nạ và với mọi tela, bị ta CÓ 

lx; (— x„ ()|< d(zx„, * „)<e. q) 
Lấy n>ứạ tuỳ ý, cho m-—>oo ở (1), ta được |x,)—x(|<e với mọi 
¡ c{a, b]. Vậy dãy hàm liên tục (x,), hội tụ đều đến hàm số x trên đoạn 
Ía, bị nên xứ) liên tục trên [a, bị tức là xe Œ„ „, đồng thời x, —> *. Do 
đó C¡„ „ị là một không gian mêtric đây đủ. I 
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4. Không gian Cả. „ị không đây đủ. 
Chứng minh. Không mất tính tổng quát, ta xét trường hợp 
(a. b|={0. I|. Ta hãy xây dựng một dãy: cơ bản trong không gian này 


nhưng nó không hội tụ trong Cũ ¡: Đặt 


1 khi ? c|0, Dị 
2 
x„ứ)=†0 khi ++-<¿#1 
5 2 2n” — 
n+l—2nt Kì ¿dc 
2" 2 2n 


Với mọi m, neN, (m > n) ta có 
1.1 : 
đ{(x„, x„)= ÍD|x„)~ x„()|#t= l2 *x Œ)~ x„ (bu. 
4 
Vì |x„(?)—x„(2)|<2 nên 4(x„x„)<2~0 khi m, n—>oo. Vậy 
n 


(x„)), đúng là một dãy cơ bản trong Chi: 
Tuy nhiên ta chứng minh rằng đãy G0), không hội tụ trong 
C§.ụ. Thật vậy, giả sử x(/) là một hàm bất kì trong Cũ,¡j. Xét hàm số 


gián đoạn y(z) trên |O, 1Ì cho bởi công thức sau 


l, ?ej0, ; › 
yữ)= i 
0, /cl|—, Ì 
2 
Như thế x(?)= yÉ) nên phải có ¡ạ e|0, h chẳng hạn để y(ry) = x(/q). 


0, 1 cả hai hàm y{z?) và x(?} cùng liên tục nên lí 


Hơn nữa, trên đoạn 


luận như Ví dụ 1.2.5, ta có 
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1 
0< ƒ?|x()— yữ)kw. 
Từ đó 


0< [Èlx()—y0l|a: < f|x)— y(|&r 
< f|xŒ)— x„(Ð|& + ƒ\|x„ (2) — yứ)|á:. 
Mặt khác khi ø — co ta có : 
Jạ|x„)— yŒ |&t = „nã (n+1— 2nt)dr = = — 0. 
2 
Vì vậy với ø đủ lớn, ta có 


1 
f|x„()— xứ) >8= z l2Ix()—y()4 >0 


tức là x„ không thể hội tụ về hàm x trong Cũ, ¡- Nói cách khác, không 
có điểm nào trong Cụ ¡ị là giới hạn của đãy cơ bản (x,), cả. Như thế 
không gian Cụ, ¡¡ không đầy đủ. l 

4.2 Các tính chất cơ bản. 


4.2.1 Định lí. Cho X là một không gian mêtric đẩy đủ và Y = Ø là 
một tập con đóng của X. Khi đó không gian mêtric con Y cũng đây đả. 


_—_ Chứng mính. Giả sử (x,), là một dãy cơ bản trong Y. Dĩ nhiên 
(x„)„ cũng là một dãy cơ bản trong X. Vì X đây đủ nên x„ hội tụ đến 
điểm xe X. Mặt khác, do Y là tập đóng và (x„) CÝ nên từ x„ — xụ 
thì xạ phải thuộc Y. Vậy Y là không gian con đây đủ. 


Tính đầy đủ của không gian mêtric còn tương đương với một tính 
chất tương tự của đãy đoạn thắt lại trong R. Ta có định nghĩa sau đây. 

Cho Ø,¡, ð;,.... là một đây hình cầu trong không gian mêtric X, có 
bán kính lần lượt là z;, z;,... Dãy hình cầu này được gọi là thất lại nếu ta 
có B.CB,C... và lim z =0. 


n—=< 
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4.2.2 Định lí (Cantor). Trong không gian mêtric đẩy đủ, mọi dãy 
hình câu đóng, thắt lại đêu có một điểm chung duy nhất. Đảo lại, nếu mọi 
dãy hình cầu đóng, thắt lại trong không gian mêtric X đêu có một điểm 
chung thì X đây đủ. 

Chứng mình. 

Điều kiện cần : Cho Ö, = 8 (x¡, n)..... B„ = B/(x„, z„)... là một đấy 
hình cầu đóng thắt lại trong không gian mêtric đầy đủ X. Với m>n thì 
B„ CB, nên đ(x„, x„)<r„. Vì r„ >0 khi ø—> co nên (x„), là một dãy 
cơ bản trong X, thành thử tồn tại xạ X để x„ — xụ. 

Mặt khác, với mỗi keN, dãy (x, ) với k„=&+n là dãy con của 
dãy (xa), nên +x¿ —>xạ. Hơn nữa, do k,¿>m nên x,¿ 6B, với mọi 
k=Il, 2... và 8, đóng nên xạ e Ö,. Suy ra xạ € Ỗ B,. Ta chứng minh xụ 

k=t 
là điểm chung duy nhất. Thật vậy. nếu có yụ € ñ B8, thì do xạ, yạ cùng 
k=l 
thuộc Ö, nên 
d{xụ, vụ) < đ(%ạ., X;)-+ địyu, x,) 2n, — 0 (£ — ©c) 
như vậy đ(xy, yy)=0 nên xạ = ÿụ. 


Điều kiện đủ. Cho (x;)„ là một dãy cơ bản trong X. Theo định 


nghĩa, với e, =s tồn tại số nguyên mú >0 sao cho đ(x„,x„) <5 với mọi 
m, n>n,, đặc biệt, d|x„, X.)<5: Đặt ñ, = B xà, 1). Ta chọn m > mm 


L3 64 ' . | ‹ 
sao cho đ{x, 3„)<35 khi n>n;. Dễ thấy 8, =B bạ HE B,. Bằng 


quy nạp, giả sử đã chọn được x„, x„...., x„, (m < nạ <-::<n,} và xây 
dựng được các hình cầu đóng Bị, 2B; Đ-:-^B, ta lấy x„ trong đó 
R l KG SỈ. cv * 
Hụụịi >n, và d(x„, Thi Như vậy (B,), là một dãy hình cầu đóng, 
thắt lại nên theo giả thiết tôn tại xụe (Ì 8,. Ta có dÍ(x, ụ)ST! 
k=I : z 
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k=l, 2... nên x„ —> xạ. Dãy cơ bản (x„) có một dãy con l2 }, hội tụ 
về xạ nên chính bản thân nó cũng phải hội tụ vẻ xạ €X. Điều này chứng 
tỏ rằng X là không gian mêtric đầy đủ. l 

4.3 Các tập thuộc phạm trù I, HH. 


4.3.1 Định nghĩa. Cho 4 là một tập con của không gian mêtric X. 
Ta gọi M là tập không đâu trù mật (hay còn gọi là tập hợp thưa) nếu nó 
không trù mật trong bất kì hình cầu nào cả. Nói một cách tương đương : 


(M C X là tập không đâu trù mật) <> lư = gì: 

4.3.2 Định lí. Tập con M của X là tập thưa nếu và chỉ nếu mọi 
hình câu mở (hoặc đóng) B trong X, luôn tổn tại một hình cầu mở (hoặc 
đóng) Bị C B sao cho Bị n.M = ố. 


Chứng minh. Điêu kiện cần. Giả sử M = Ø và B là hình cầu mở 
trong X. Theo định nghĩa, 8M nên có xe? và xeM. Theo tính 
chất của bao đóng, tồn tại r>0 để 8x, r)nM =ð. Do 8B mở và xe 
nên có thể chọn r đủ nhỏ để đồng thời B8(x, r)C 8 và B(x, r)ìnM = ð. 


Điều kiện đủ. Giả sử 4 không phải là tập hợp thưa, tức là &⁄ = Ø. Lấy 


xeM sẽ có r>0 để B(x, r)CM. Vậy bất kì hình cầu Ø, nào chứa trong 

B= B(x, r) đều được chứa trong M nên phải có giao với M khác rỗng. l 
4.3.3 Định nghĩa. Giả sử A là một tập con của không gian mêtric 

X. Ta gọi A là tập thuộc ph¿m rrà ¡ trong X nếu tồn tại một dãy các 


tập không đâu trù mật A,, 4;,..., sao cho A= Ù A¿. 


í=l 
Tập ÁC X được gọi là thuộc phạm trù Iƒ nếu nó không phải là tập 
thuộc phạm trù I. 


4.3.4 Định lí. (Baire) Giả sử X: là một không gian mêtric. đầy đủ. 
Khi đó X là tập thuộc phạm trù II, 


Chứng minh. 
Ta dùng phản chứng. Giả sử X' thuộc phạm trù I, khi đó theo định 
nghĩa, tồn tại một dãy tập thưa AzCX sao cho X= Ù A„. Do A, thưa nên 


L II 
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có hình cầu đóng ð, bán kính r <ã sao chọ B,f1A, = Ø. Cũng vậy, vì 4; 


thưa, tồn tại hình cầu đóng B; C B, bán kính n, <ã để B; 1A, = Ø. Bằng 
quy nạp, ta xây dựng được dãy hình câu đóng, thất lại (B,) có bán kính 


Tà, ° sao cho 8, 1Á, = Ø với mọi +®cN. Theo Định lí Cantor, tồn tại duy 
n 


nhất xạ § B„. Vì xạ, nên xế Á, với mọi øeN. Từ đó 
„el 
xạ ế Ù A, =X. Điều này vô lí. Vậy X phải thuộc phạm trù II. 
¬.-= 
Một hệ quả rất hay dùng được phát biểu dưới dạng sau. 
4.3.5 Hệ quả. Giá sử X là một không gian mêtric đẩy đủ và (A, )lỆ 


là dãy các tập con của X sao cho X= Ủ A„. Khi đó tôn tại nạeN sao 
._ N=] 


cho Ă z ð. 

4.4 Ánh xạ liên tục đều. 

Giả sử X, Y là hai không gian mêtric, ƒ là ánh xạ từ X vào Y, 
Bằng ngôn ngữ c, ô theo định nghĩa, hàm ƒ liên tục tại điểm xạ e X nếu 
với mọi >0 tồn tại Š>0 (6 nói chung phụ thuộc vào xạ và c) sao cho 
4(ƒ(x).ƒ(x))}<e mỗi khi đ(x, xạ)<ô. Nếu số dương 6 không phụ 
thuộc vào mỗi điểm xạ ta có khái niệm liên tục đều. 

4.4.1 Định nghĩa. Ánh xạ ƒ:X->Y được gọi là liên tục đều trên 
X nếu với mọi e>0 tồn tại >0 sao cho với mọi x,x'eX mà 
díx, x)<§ thì đ(ƒŒ), ƒŒ 2)<e 

4.4.2 Nhận xét. 

1. Mọi ánh xạ liên tục đều từ X vào Y là liên tục. Điều ngược lại 
nói chung không đúng, Chẳng hạn, hàm x -> xˆ là liên tục nhưng không 


liên tục đều trên R vì hiệu (x+h}°—x2 =h(@x+h) có thể lấy những 
giá trị lớn tuỳ ý dù ¡ lấy đủ bé. 
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2.Nếu ƒ:X —>Y và g:Y — Z là các ánh xạ liên tục đều thì ánh xạ 
hợp = eo ƒ:X — Z cũng hiên tục đều. 


4.4.3 Định lí. Cho X là không gian mêtric, A là tập con trà mật 
trong .X và ƒ là ánh xạ từ A vào không gian mêtric đây đủ Y. Giả sử ƒ 


liên tục đêu trên A. Khi ấy tôn tại duy nhất mở rộng ƒ của ƒ lên X và 
ƒ liên tục đều trên X. 

Chứng mình. Ta sẽ sử dụng Định lí 3.3.3 để chứng minh tồn tại mở 
rộng ƒ. Muốn thế hãy kiểm tra rằng với mọi xe X thì lim ƒ£(z) tồn tại. 


me 

Lấy một dãy bất kì (z„) trong A mà z„ —>x. Với e>0 cho trước 
tuỳ ý, do /ƒ liên tục đều trên A nên tổn tại số dương 6 sao cho 
d(ƒ(z!), ƒ(z”))<e khi đ(z!, z”)<8 với mọi Z', z”e Á. 

Vì z„ — x nên đấy (z„) là dãy cơ bản : với 6>0 ở trên tồn tại số 
bi nọ. để 4{z,z„}ì<Š với mọi m,n>”ạ Nhưng khi đó 
d{ƒ(z ƒ{z„))}<e. Như thế (Z( #n)), là một dãy cơ bản trong Y. Hơn 
nữa, Y đây đủ nên tồn tại lim ƒz„}=1. Vậy ta có được ánh xạ 
ƒ :XSY mở rộng liên tục duy nhất của ánh xạ ƒ. 

Còn lại ta chứng minh ƒ liên tục đều trên X, Lại ứng dụng tính 
liên tục đều của ƒ trên A như trước, giả sử x„ và x¿ là hai điểm trong 
X với d(xụ,xạ)}<6. Xét hai đãy (z„) và (z;) trong A lần lượt hội tụ 
đến xạ và xụ. Chọn ø; đủ lớn, ta thấy rằng nếu ø > nọ thì 


Do vậy 


Cho — œ ta có 4[ƒ (x), ƒ(xj))<e. Vậy ƒ liên tục đều trên X. l 
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4.5 Nguyên lí ánh xạ co. 

4.5.1 Định nghĩa. Giả sử ƒ là một ánh xạ từ tập X vào chính 
nó. Phần tử xe X sao cho ƒ(x)= x được gọi là điểm bất động của ánh 
xạ Ứ, 

Vấn đề tìm điểm bất động của một ánh xạ ƒ có nhiều ứng dụng 


trong giải tích, đặc biệt trong lí thuyết phương trình (vi phân. tích 
phân....) vì một điểm bất động của ánh xạ ƒ chính là một nghiệm của 


phương trình đạng ƒ(x) = x. 
Bây giờ cho X là một không gian mêtric và ƒ là một ánh xạ từ X 
vào chính nó. Nếu tồn tại một số œ e Í0. 1) sao cho 
vx,yeX:4(ƒ(+),ƒf(y))< œä(x, y) 
thì ánh xạ ƒ được gọi là ánh xạ co trên X. 


Từ định nghĩa ta thấy ngay rằng mọi ánh xạ co trên X thì liên tục 
đều trên X. 


4.5.2 Định lí. (Nguyên lí ánh xạ co Banach) Giả sử X là một không 
gian mêtric đầy đủ và ƒ: X —>Y là một ánh xạ có. Khi ấy ƒ có một điểm 
bất động duy nhất. 


Chứng minh. Ta hãy lấy một điểm tuỳ ý xạ e X và đặt 
x =ƒ()› 


Ta chứng tỏ (x,)„ là một dãy cơ bản trong X. Vì ƒ là ánh xạ co nên nếu 
z>1thì 


4(x„, x„.ị)= đỢ (xạ v)› fÂ,)) So4(x,s x,) 
cr œ2(ƒ(x„ a)› f0 )) Œ) 


< J'4(X„;, È XE | <m< J"4(Xụ, x) 


ól 


với œ c|0, ]) theo định nghĩa. Với mọi số nguyên đương ñ, p, từ (*), 
ta có 3 


d(x„ Xz+p) S4(Xạ. X„vị)+-:+d(x . 


sp) 


<(œ" -+om +-.-+oPn] )4(xụ, #\) 


n+p¬]? 


œ 


= đŒ, x\). 


1—œ 
Khi ø đủ lớn và p tuỳ ý ta có đ(x„, x„,„)—>0, (n—>oo) suy ra 
(x„), là đấy cơ bản trong không gian đẩy đủ X nên tồn tại giới hạn 
x= Jìm mi 
Cũng từ (*), ta có 
d(x„, f(xu))= 4Œ» xe) S4 (0e, xị). 


Cho co và để ý rằng các hàm đ và ƒ liên tục, ta có 
0< lim 4(x,„ ƒ(x,))= 4x", ƒ(2ˆ)) <0. 
Như vậy d(x`,ƒ(x°))=0 hay tt )<w nên x` là một điểm bất động 
của ánh xạ ƒ. Bây giờ nếu có yeX mà ƒ(y)= y thì 
4(.3]=a(/02).701)<ea(e. 3) 


Như thế (—œ)2Íx`,y}<0 nên đ(x`,y)=0. Vậy y=x” tức là x` 
là điểm bất động duy nhất. B 

4.5.3 Ví dụ. 

Xét bài toán Cauchy của phương trình vi phân sau đây : 


== 'í:. x) (0) 
Xi HH (2) 


trong đó ƒ(, x) là một hàm số liên tục trong một tập mở GC R và ƒ 
thoả mãn điều kiện Lipschitz theo biến x trên Œ, nghĩa là tồn tại một số 
dương *š sao cho 
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[/(: x)—#(t x;)|< k|x —;| @® 
với mọi (:, xị), (f, x;) c Œ. 


Ta hãy chứng minh định lí Picard : Tổn tại r>0 sao cho trên đoạn 
lạ ~r, tạ +r]} phương trình (1) có một nghiệm duy nhất thoả mãn điều 
kiện bạn đầu (2). 


Thật vậy, phương trình (1) với điều kiện ban đầu (2) tương đương 
với phương trình tích phân sau : 


xứ) = xụ + ƒ f{r, x(r)}H. (4) 


Do G là tập mở và (/ạ, xạ) Œ nên có một hình tròn (hình cầu) tâm 
(fạ. xạ) chứa trong G. Đặt 


D={(, x)<G:|t—|<a, |x—x¿|<b} 


là một hình chữ nhật đóng, nội tiếp trong hình cầu đó. Vì ƒ(, x) liên tục 
trên 2 nên tồn tại số đương ⁄ sao cho |ƒÚ, x\|<L với mọi (:,x) c Ð. 


'Lấy số đương r thoả 0<z <mi|=, Ì: Ta kí hiệu 7 = [fu—". ft +rÌ và 
LG: su. = 
C =lxeẲ€, :max| xứ) xo|<b} 
là một không gian con của Œ,. Giả sử (x,) eC” và +„=>x thì do 
|x„()—xg|<b với mọi øeN và /e/ nên qua giới hạn, ta cũng có 
|xứ)— xạ| <b với mọi re!. Như vậy C7 là tập đóng trong không gian 


mêtric đầy đủ Œ, nên CÝ cũng phải đây đủ. Xét ánh xạ P:C'—C), 
x— Px, trong đó Px được xác định bởi 


(Px)Œ)= J,tứ x())đr + xạ, Vĩ €1. 


Ảnh xạ P đặt như trên là hợp lí vì nếu xe” thì Px là hàm số liên 
tục trên /, đồng thời 


|rx))~ x;|=|f; ƒ(x,x(+))ar|< J} Lâi < tr <b, 


nghĩa là PxC”. 
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Bây giờ, cho x, ye(C”, ta có 
Px)œ)—(Py)9|=|f; #(x,x(x))— ƒ(x.y(z))ar| 
< lƒ K|x()~ y(r)|#r< Kị, dữ, y)đ+r 


(Ở đây ta giả sử : < rạ, trường hợp ¿ <íạ lí luận tương tự). 

Như thế 

d(Px,Py) = max IPx)œ)—(Py)(2) 
6= 
<Klr—tq|d(x, y)< Krả(x. y). 

Vị Kr <1 nên P là một ánh xạ co. Theo Định lí Banach ở trên, tồn 
tại duy nhất hàm số xe(C” sao cho Px=x. Nói cách khác, bài toán 
()—(2) có nghiệm duy nhất. Ê 

4.6 Đây đủ hoá không gian mêtric. 

Vai trò các không gian mêtric đầy đủ rất quan trọng. Nhiều định lí 
và tính chất chỉ phát huy tác dụng trong các không gian đây đủ. Do đó 
với các không gian không đầy đủ X ta hãy “bao” nó bằng một không 
gian đầy đủ X” chứa X và X” phải là không gian gọn nhất. 

4.6.1 Định nghĩa. Giá sử X là một không gian mêtric. Ta gọi 
không gian mêtric đầy đủ X” là một đầy đủ hoá (hay còn gọi là bổ sung) 
của X nếu: 

a) X là một không gian con của X”, 

b) X trù mật khắp nơi trong X, 

4.6.2 Định lí. Môi không gian mêtric X đều có đầy đủ hoá X của 
nó. Hơn nữa, không gian đây đủ hoá này là duy nhất theo nghĩa là nếu có 
không gian V` cũng thoả mãn các điều kiện a) và b) trong định nghĩa 
trên thì X” và Y” là đẳng cự với nhau. 

Chứng mình. Ta chia phép chứng minh ra làm nhiều bước. 

1. Xây dựng tập hợp X”. Kíhiệu X là tập hợp tất cả các dãy cơ bản 
trong X. Nếu (+,), và (y,), là hai phân tử của X thì ta xét quan hệ hai 
ngôi trên X theo định nghĩa 
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Œ,),EÔx), % lim 45, y,)=0 
Ta thấy ngay có tính phản xạ và đối xứng. Nếu 
d(x„, v„)—>0 và đ(y„, z„)—>0 
thì 
A(x,. 2,)<4(x, y,)+4(3y, z,)~30 | 
nên 7€ thoả mãn tính chất bắc cầu, nghĩa là nếu (x,) #Z{y,), và 
(y„)„(,)„ thì (x,),„(z„)„. Vậy là một quan hệ tương đương trên X. 


Ta kí hiệu X” = X/# là tập thương của X theo quan hệ tương 
đương # vừa nêu trên. 


2. Xác định mêtric trong X”. 

Kí hiệu x” và y' là các phần tử trong X”, đó là các lớp tương 
đương các dãy cơ bản trong X. Lấy tuỳ ý các đại diện lần lượt 
(x;)„‹ (y„)„ trong x , y' tương ứng rồi đặt 

d(x, y= lim đíx,, w„) (1) 
ñi—. 

Ta chứng minh tính đúng đắn của cách đặt này tức là kiểm tra giới 
hạn (1) tồn tại hữu hạn, không phụ thuộc vào việc chọn các đại diện 
(x;), ex và (3; )„ cy” mà chỉ phụ thuộc vào chính các lớp tương đương 
x.ự. 

Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức tứ giác ta có 
tạ: X„)— đu, y„) <4Œx„, x„)+d(y„, Xa). (2) 


'Do các dãy (x„)„, (y„), là các dãy cơ bản trong X nên từ (2) ta suy ra 


dãy số thực (đ{(x„, »)), là cơ bản nên nó phải hội tụ. Ngoài ra, nếu 
(x;),<x” và Í: Và), š 


` cy thì cũng theo bất đẳng thức tứ giác, ta có 
la(x„, 3u) min ya | < đu, Xã) Bờ đ(y„, 3) @) 
Vì (x,),/#(3z), và (y,),/€(y;), nên vế sau của (3) tiến về 0 khi 
„”— co, nghĩa là 
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lim đ(x„, y„)= lim 4ý, »;}- 


h—^®, 


Như vậy đ là một hàm xác định trên X”xX” —R. Bây giờ ta kiểm tra 3 
tiêu đề của mêtric : 


1. Ta có ngay là đ(x,y }>0, 4(x, y)= tương đương 
lim đ(x„, y„)=0 hay (x,), (,),- Vậy x` =y'. 

2. Tiên để 2 rõ ràng. 

3. Nếu (x„),cx”, (y„), ey” và (z„)„ <z` thì từ bất đẳng thức 

đ(x„. z„)< đ(x„, y„)+4(y„, z„), Vn 6N 
nên qua giới hạn khi # — oo ta được 
d(x`,z”)<4(x", y)+a(y°, 2) 

tức là tiên đề 3 được kiểm tra. 

Vậy (X”, 4) là một không gian mêtric. 

Bây giờ ta xét ánh xạ ¡: X — X” cho bởi 

x¬i(Œz)=x' eX" 

trong đó x” là một lớp tương đương các dãy cơ bản thoả x” Ð (x„) = 


L 


(x, x.....)e X. Từ định nghĩa khoảng cách trong X”, ta có 
d(x, y')= lim á(x„, y„)= đ(, y)- 

Như vậy ta xác định được một phép đẳng cự từ X lên một không 
gian con X' ={x' eX”:x? 3(zx,x...), xe X} của X`. Do đó ta đồng 
nhất X với XỶ nghĩa là XC X”. 

3. X trù mật trong X”. 

Cho x ` 6X” và giả sử e là số quý: cho trước. Lấy (x,), ez`. Vì 
li); là một dãy cơ bản trong X nên tồn tại ø; sao cho khi ø >øạ ta có 
d(x„, #ụ)S 

Xét phần tử x„ e X” = X, từ định nghĩa về khoảng cách trong X ta có 
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d(x3, x')= lim 4(x„„ x„)<€ 
Vậy X” =X là trù mật trong XỶ. 
4. X” là không gian mêtric đầy đủ. 
Giả sử (x2), là một đãy cơ bản trong X”. Vì X= X” nên với mỗi 
số nguyên ae N tôn tại x„e X để đ(x„,x„)< - Khi đó 
L/) 


d(x„ x„)< 4(x„, x))+d(x), x„)+4(xặ, x„) 
Sẽ E2 Tà” Xã). 
nm 
Vậy đ(x„, x„)—>0 khi m m—»oo nên (x„)„ là dãy cơ bản trong 
* tức là (x,), e X. Đặt X” là lớp chứa dãy (x„), thì x` e X” và ta có 


d(x). x')<a(x}, x„)+a(x„, x) ¬—. c3 
Vì (x„, x„...)}€ x„ và (x¡, x;,...)€x” với mọi øeN nên 
d(x„x)=a(x‡, x')= „lim, 4(x„. x„). 
Vậy d(x, x)<+ lim 4(x„ x„). Cho . ta được dÍx;, x`)~>0 
hay x„ >x` khi ø — eo. 
Như thế X” là đầy đủ. 


5. Tính duy nhất (sai khác một phép đẳng cự) của đây đủ hoá XỶ 
của X. 


Giả sử Y” là một không gian mêtric đây đủ và có các tính chất sau 
1. XCY” (nghĩa là X đẳng cự với một không gian con của Y”. 

2. X=Y. 

Ta chứng minh YÌ đẳng cự với X”. 

Lấy xˆeX”, khi ấy tổn tại đấy (x„), CX sao cho x„ >+`. Dãy 


(x;)„ cơ bản trong Y” nên nó hội tụ về y` e Y”. Đặt 
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@:X” VÌ, 3-3, 
Ta thấy ¿ toàn ánh vì nếu y`eY” thì y` = limy, y„eX nên 
#i>^ 


v =œŒ) với X”2 x` = lim y„- Mặt khác, do tính liên tục của các hàm 
>%X. 
mêtric trong XỔ và Y” nên ta có 
' R „\ rong X” trong Y” $ F : 
d(x,x”} = limả(x, %) = d(y, y") 
nghĩa là đÍ+, x")=a(oG), œ(x”)). Từ đây suy ra ¿ là đơn ánh và 
đồng thời nó là một phép đẳng cự giữa X” và Y”. Định lí được chứng minh 
đây đủ. 
4.6.3 Ví dụ. 
1. Tập hợp số hữu tỉ Q là một không gian mêtric không đây đủ với 
khoảng cách ` 


d(x,y) =|x ~ y|. 
Đầy đủ hoá không gian này ta nhận được tập hợp R. Tuy nhiên để có 
được tập số thực ta phải xây dựng các phép toán + và ., quan hệ “<” 
trong R và đồng thời phải kiểm nghiệm lại R là một trường liên tục. 
2. Giả sử M là một tập con của không gian mêtrịc đẩy đủ X. 
Không gian đây đủ hoá của không gian con A2 chính là M. 


3. Ta có Cứ „ị là một không gian mêtric không đây đủ. Không gian 
đầy đủ hoá của nó được kí hiệu bởi LÍa, bÌ. Đó là tập hợp tất cả các hàm 
đo được, khả tích theo nghĩa Lebesgue trên đoạn [a, b|. (Xem Chương 4). 


BÀI TẬP 


4.1. Kí hiệu m là tập hợp tất cả các dãy số thực bị chặn (x„),. Với 
x=(%„), y=(y„) thuộc m, ta đặt 


đ(x, y)= sup|x„ — y„| 
neN 
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4.2. 


4.3. 


4.4. 


4.5. 


4.6. 


a) Chứng minh đ là một mêtric trên zm. 

b) Không gian mêtric (m, đ) là đầy đủ. 

c) Kí hiệu c là tập hợp các đãy số thực hội tụ. Chứng minh rằng c 
là một tập con đóng của không gian mêtric mì. 

Kí hiệu sọ là tập hợp tất cả các dãy số thực (x„), sao cho tất cả các 
+„ =0 ngoại trừ một số hữu hạn ø. Ta xem.sạ là một không gian 
mêtric con của không gian ø. Chứng minh rằng sạ là không gian 
mêtric không đầy đủ. 

Kí hiệu N là tập hợp các số nguyên tự nhiên. Đặt 


0 nếu z = ø 


d{m, n)= 


1+ nếu rn z n. 


m+ñn 
a) Chứng minh đ(m, n} là một mêtric trên tập N. 
b) Không gian {N, 2) là một không gian mêtric đầy đủ. 


Kí hiệu X =C*“([—a, a]) là tập hợp tất cả các hàm chắn, liên tục 
trên [—a. a]. Với m y€X ta đặt 
d(x. y)= Anax |x) — y(}. 
Chứng minh rằng X là một không gian đầy đủ. 
Cho (X, đ) là một không gian mêtric. Đặt | 
dị (x, y)= min(1, đ(x, y)). 
a) Kiểm tra rằng đ, là một mêtric trên X. 
b) Chứng mính rằng (X, đ) đây đủ khi và chỉ khi (X, đ,) đây đủ. 
©) Chứng minh đ và đ, tương đương tôpô với nhau. 
Cho X là một không gian đầy đủ, (Y,) là một dãy các tập con mở, 
trù mật khắp nơi trong X. Chứng minh rằng tập hợp Ủ Y„ cũng là 


tập trù mật khắp nơi trong X. 
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x1 


4.7. Chứng minh rằng hàm liên tục ý: R —>R xác định bởi 
T 
ƒ)=++xarctgx 


không có điểm bất động mặc dù nó thoả mãn bất đẳng thức 
Wx,yeR, xz y, |#Œ)~/0) <lx-ÿ|. 
4.§. Trên tập số thực R ta đặt 
dị (x, y)=|aretg x—arctg y| và 4; (x, y) =Ìe* — e'Ì. | 
Chứng minh : 
a) d4), đ, là các mêtric trên R. 
b) (R, đ;} (R, đ;) là các không gian mêtric không đây đủ. 
€) Đây đủ hoá các không gian (R, đ,), (R, đ;) là gì ? 


§ 5. KHÔNG GIAN COMPACT 


Trong giải tích cổ điển, khi làm việc với các tập con của R ta nhận 
thấy các khoảng đóng Ía, b|C R có những,tính chất tốt sau đây : 

a) Mọi đấy (x„), CÍa, b| bao giờ cũng có một dãy con hội tụ trong 
đoạn này. 

b) Nếu [a, bị được -chứa trong hợp của họ tuỳ ý các khoảng mở 
trong R thì luôn có thể chọn trong đó một số hữu. hạn các khoảng mở 
cũng đủ để che phủ Ía, b]. 


c) Hàm số liên tục trên [a, b} thì liên tục đêu và đạt được các giá trị 
lớn nhất và nhỏ nhất trên [a, b]. 

Tính chất b) chính là đặc điểm cơ bản nhất, cho phép ta chuyển một số 
khái niệm, thuộc tính, từ địa phương sang toàn cục bằng cách hữu hạn hoá 
các quá trình vô hạn liên quan đến đối tượng đang xét. Tính chất a) của tập 
[a, bÌ mang yếu tố kĩ thuật, dễ tiếp cận nên trong phần không gian mêtric 
này ta sẽ bắt đầu tống quát hoá bằng cách dùng tính chất a) này. 
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5.1 Tập hợp compact và không gian compact. 

5.1.1 Định nghĩa. Cho X là một không gian mêtric và A là một tập 
con của X. Ta gọi A là một záp compaer nếu mọi dãy (+, )„ chứa trong A 
luôn luôn tồn tại một đấy con (x., ) hội tụ về một điểm x e A. 

Nếu bản thân tập X là compact thì không gian X được gọi là không 
gian compact. 

Tập AC X được gọi là compaet tương đối nếu A là tập Compact. 

5.1.2 Mệnh đề. Tập AC X là compact tương đối nếu và chỉ nếu mọi 
dãy (x,), CA sẽ có một dãy con hội tụ đến một điểm trong X (không yêu 
câu thuộc A}. 


Chứng mình. Điều kiện cần hiển nhiên. Ngược lại cho (x„) là một 
dãy trong A. Với mỗi neN ta chọn y,€A sao cho díx,, %)< _ Theo 
h L3 


giả thiết, tồn tại một dãy con (3 ) C(z„), hội tụ về yạ eX, Vì (» ) CA 
h n mÌn 


n 


nên y; € A. Lúc đó 
] z 
d(x,.. xạ}<4(x;, vị )+4,., 3%)+ tđỢy, 3u)}—>9. 
L/ 
Vậy tồn tại dãy con (x¡,) của (x,), hội tụ đến yụ 6A nên A là 
compact. Š 
5.1.3 Ví dụ. 


1. Trong không gian mêtric X bất kì, một tập gồm một số hữu hạn 
điểm là tập compact. 


Thật vậy, giả sử A= {a,,....4,}C X. Nếu (z„) là một dãy bất kì 
trong A thì phải có ít nhất một ø, nào đó để x„ = a, với vô hạn các 0e N. 
Từ tập vô hạn các x„ này ta rút ra một dãy con dừng, hội tự về đúng z,. 


2. Đoạn [a, b] trong R là một tập compact. Điều này suy từ định 
nghĩa và định lí Bozano-Weierstrass. 
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3. Tập con đóng của một tập compact là compact. Thật vậy, giả sử 8 
là một tập con đóng của tập compact A và (x„) C ở. Khi ấy (x„),C A và 
do 4 compact nên tổn tại dãy con (x,, ), C{x,), sao cho x, => xụ €.A. 
Nhưng khi đó xạ cũng thuộc 8 vì 8 là tập đóng. 

3.2 Tập hợp bị chặn và hoàn toàn bị chặn 


Theo từ nguyên, "*compact” có nghĩa là nén chặt, gọn gàng nên tập hợp 
compact phải không được quá phức tạp, rườm ra. Ta cần các khái niệm sau 
đây để diễn tả điều vừa nói. 

5.2.1 Định nghĩa. Cho X là một không gian mêtric và Ø = AC X. 
Đặt 

6(A)= sup {4(x, y)}< +œ 
CA 
và ta gọi số ổ(A) này là đường kính của tập A. 

Nếu 6(4)< +œ thì A được gọi là áp bị chặn, còn 6( A4) = +oo thì 
A gọi là tập không bị chặn. : 

Ta có các tính chất đơn giản sau : 

a) Tập A là bị chặn nếu và chỉ nếu A được chứa trong một hình cầu 
nào đó. 


Thật vậy, giả sử 6(4)= sup {đ(x. y)}=r<+oo. Lấy xạ tuỳ ý 


x.}eA 
thuộc 4, khi đó với mọi yeA, ta có đ(xạ,y)<r hay ÁC B(xạ, r+]). 


Ngược lại, nếu AC 8{(xạ, r) thì với mọi x, y€ Á ta có 
d(x, y)< đ(x, xạ)+ (xạ, y)<2r. 


Do đó 6ó(A) < 2r<+eo nên 4 bị chặn. 

b) Hợp một số hữu hạn các tập bị chặn là bị chặn. 

5.2.2 Định nghĩa. Tập AC X được gọi là hoàn toàn bị chặn (hay còn 
gọi là fiển compact) nếu mọi số dương z, tập Á được chứa trong một số hữu 
hạn hình cầu có bán kính r. Lúc đó ta cũng nói A được phủ bởi một số hữu 
hạn hình cầu bán kính z. 

Chú ý. Ta có BÍa, r)C B/(a, r) và nếu r>r thì B'(a, r)C Bía, r) 
nên trong các định nghĩa về tập bị chặn và hoàn toàn bị chặn, ta có thể sử 
dụng hình cầu mở hoặc đóng tuỳ ý. 
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5.2.3 Mệnh đề. Một tập hoàn toàn bị chặn thì bị chặn. 

Chứng mình. Cho A hoàn toàn bị chặn. Theo định nghĩa, với r = I 
tồn tại hữu hạn các hình cầu 8{ø,, 1) để AC Ú B(a,. 1). Lấy xe A sẽ có 

;r=l 
j để xe B(a,, I). Lúc đó 
dị, a)<4(z. 4,)+ địa, 4) 
„ 
d(x, a,)+ 3) địa, a)=r. 
+m] 

Vậy A được chứa trong 8 (a,, r). 8 

Mệnh đề ngược lại nói chung không đúng trong trường hợp tổng quát. 
Tuy nhiên trong R” ta có : 

5.2.4 Mệnh đề. Cho A là một tập bị chặn trong Ñ" (với mêtric thông 
thường). Khi ấy A cũng hoàn toàn bị chặn. 

Chứng mình. Gọi B(xạ, k) là hình cầu chứa: A. Ta lấy một hình hộp 
đều cạnh bằng 2k song song với các trục toạ độ và ngoại tiếp hình cầu này. 
Cho r >0, ta chia hình hộp đều này thành các hình hộp đều nhỏ bằng các 
phẳng song song với các mặt của hình hộp lớn và các phẳng này cách nhau 
thội đoạn œ < —=. Số các hình hộp nhỏ này là hữu hạn. Lúc đó rõ ràng A., 

" 
được phủ bởi hữu hạn các hình cầu bán kính <z, ngoại tiếp các hình hộp 
nhó. Vậy A là hoàn toàn bị chặn. 

5.2.5 Mệnh đề. Nếu AC X là tập hoàn toàn bị chặn thì bao đóng A 
của A cũng là một tập hoàn toàn bị chặn. 

Chứng mình, Giả sử r là số dương cho trước. Nếu A là tập hoàn toàn 
bị chặn thì có hữu hạn hình câu đóng ÖÍ(a, r), (=I..... n} sao cho 
AC Ũ BÍ{a,, r). Nhưng do Ủ B(a,, r) là một tập đóng nên tập này cũng 

;=l i=n 
chứa A. Điều này có nghĩa là A cũng hoàn toàn bị chặn. 

Để diễn tả khái niệm hoàn toàn bị chặn bên cạnh dùng họ hữu hạn các 
hình cầu phủ tập đã cho, nhiều lúc người ta còn dùng khái niệm e— lưới để 
được thuận lợi hơn. 
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5.2.6 Định nghĩa. Cho ACX và c là một số dương. Tập MCX 
được gọi là một e— /ưới đối với A nếu mọi xe A ta tìm được yeNW để 
d(x, y)<e. 

Ta gọi các điểm thuộc M là các mắt lưới. Rõ ràng 4 có một e— lưới 
N khi và chỉ khi A được phủ bởi một họ các hình cầu bán kính c với tâm 
là các ¡..ắt lưới. Do đó định nghĩa của tập hoàn toàn bị chặn có thể phát biểu 
lại như sau. . ` 


Tập ACX là hoàn toàn bị chặn nếu với mọi e>0 có thể tìm được 
cho A một ce— lưới hữu hạn (nghĩa là lưới N là tập hữu hạn). 


5.3 Định lí Hausdorff. 

5.3.1 Định lí. (Hausdorff). Giả sử AC X là tập tập compact. Khi đó 
A là tập đóng và hoàn toàn bị chặn. Ngược lại nếu A là tập đóng, hoàn 
toàn bị chặn và thêm nữa X là không gian mêtríc đẩy đủ thì A là tập 
Compdct. 

Chứng mình. 

Điều kiện cần. Giả sử 4 là tập compact. Nếu (x, ), là đấy trong A và 
x„ — xạ thì theo định nghĩa tập compact, tổn tại dãy con (x: ) cứ), 

“Ền " 

+, —>xạ €4. Nhưng lúc đó x, cũng hội tụ về xạ nên xạ = x¿€ A. Vậy 
4 là tập đóng. Tiếp theo, ta dùng phản chứng. Giả sử tập Á compact nhưng 
không hoàn toàn bị chặn. Khi đó có e >0 sao cho không thể phủ được A 
bằng một số hữu hạn hình cầu bán kính e. Lấy x, e A. Hình cầu 8(x,, e) 
không phủ được 4 nên có x;eÁ sao cho đ(x;, x,)>ec. Các hình cầu 
B(x¡,e). B(x;,c) cũng không phủ được A nên có xyeA sao cho 
đ(x;,x;}>e và đ(x;, x;)>e. Tiếp tục cách này bằng quy nạp, ta xây 
dựng được dãy (x„) CA với 4x, x„)>e€ với mọi øm. Bất cứ dãy 
con nào của dãy (x„), này đều không phải là dãy cơ bản (vì khoảng cách 
giữa hai điểm phân biệt của dãy con ấy đều >) nên nó không thể hội tụ. 
Điều này mâu thuẫn với định nghĩa và cho phép ta kết thúc chứng minh 
điều kiện cần. 

Điều kiện đủ. Bây giờ giả sử X' đây đủ còn A là một tập đóng và 
hoàn toàn bị chặn trong X. Lấy (x,) C 4. Ta hãy phủ A bằng một số 
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hữu hạn hình cầu bán kính bằng 1. Kí hiệu Ö, là một trong các hình cầu 
trên có chứa vô số các hạng tử của dãy (x,)„ và gọi G2), là dãy con của 
(x„ bị thành lập nên bởi vô số các phần tử đó. Tập A lại được phủ bằng 
một số hữu hạn hình cầu bán kính s nên có một hình cầu kí hiệu B, 
2 
chứa vô số các (x!) và ta gọi dãy con của (x)), chứa trong Ö; là (+} Đề 
Tiếp tục quá trình quy nạp này ta thu được một dãy các dãy (x„ } : (xị ), h 
(s), ,. Mà dãy sau là dãy con của dãy đứng trước, đồng thời 
G2), củ, (hình cầu , có bán kính bằng nh Lấy một phần tử x„ 
trong (J2 Từ vô số các hạng tử +; ta chọn ra được +„, VỚI nạ >mị Tôi 


chọn x„ trong (3), với => >n,,.. Như vậy ta lập được dãy con 


(x.,) C(zx„),. Đây là một dãy cơ bản vì với k,/eN bất kì, giả sử k >7 
Ũ ⁄ " 
thì bã), CÍ+;), nên x„, x„ cũng thuộc hình cẩu Ö, Do đó 
4(x„„ x„)<2—0 khi &,/—>o. Vì X đây đủ nên x„ >x,eX khi 
k =>+oœo. Hơn nữa do A là đóng nên xạ e A. Vậy 4 là tập compact. 
5.3.2 Hệ quả. Trong không gian mêtric đây đủ X, tập đóng AC X 
là tập compact nếu mọi e >0 ta có thể tìm được một e— lưới compact B 
' đối với A. 
Chứng mình. Cho r >0, theo giả thiết, tồn tại e = n— lưới compact 
B đối với A và cũng do 8 compact nên hoàn toàn bị chặn, thành thử # 
có một = lưới hữu hạn, Lúc đó ý chính là r— lưới hữu hạn đối với Á 


vì nếu xœA thì tồn tại beB để d(x, b)<> và với b này sẽ có yeMW 


để d(y, b)<Z. Lúc đó d(x, y)<4(x, b)+4(b, y)<r. Vậy A là hoàn 


toàn bị chặn. Áp dụng Định lí Hausdorff ta kết thúc việc chứng minh. l 
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5.3.3 Hệ quả. 

1. Mọi tập compact đều bị chặn. 

2. Đối với các tập đóng trong RÑ", các khái niệm bị chặn, hoàn toàn 
bị chặn và compact là tương đương với nhau. 

Chứng minh. Tính chất 1 là rõ ràng. Để ý trong R” tập A bị chặn 


- khi và chỉ khi nó hoàn toàn bị chặn. Hơn nữa, R” là không gian mêtric 
đây đủ nên áp dụng Định lí Hausdorff ta có ngay kết quả 2. Š 


5.3.4 Định lí. Mếu X là một không gian compact thì X là đẩy đủ 
và khả lị. 

Chứng mình. 

a) Giả sử Ê là một dãy cơ bản trong X. Vì X compact nên có 
dãy con (x,. ),C(X,), x¿ —>x¿eX. Nhưng khi đó chính đây tế.) 
cũng hội tụ về xạ nên X là không gian mêtric đây đủ. 

b) Với mỗi neN, tập X được phủ bằng một số hữu hạn các hình 


cầu 8 


nh^ 


1]. 
*„. —|. J=l... m 
hòn 


X= Ủ B|x,, 1 Œ®) 


Đặt A= {x› tỷ = l,,... tụy n= Ï, 2...) là tập hợp tất cả tâm của các 
hình cầu này. Ta thấy A là tập đếm được. Mặt khác với mọi xe X và với 


c>0 tuỳ ý ta chọn ø đủ lớn để <e. Từ (*) suy ra x thuộc một hình 
" 


: l 
cầu đ|x, ¬] nào đó nên đÍx, x„)< _ <ec Vậy A trù mật trong X nên 
1n H 


X' là một không gian khả ]¡. 

5.4 Compact với phủ mỡ. 

5.4.1 Định nghĩa. Cho X là một không gian mêtric và AC X. Họ 
(G.,),„, các tập con của X được gọi là một phử của A nếu AC UG,. 


6ƒ 
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Ta gọi phủ (G,) 
Vo €7, Ớ, là tập mở (t.ư., 7 là tập hữu hạn). Nếu tồn tại tập con ở C/ 
sao cho (G,,) „„ vẫn còn phủ 4 thì (G,) „, gọi là phủ con của A. 


vq;¡ Của A là phú mở (tư., phú hữu hạn) nếu 


5.4.2 Định lí. (Heine-Borel) Tập con A của không gian mêtric X 
là compact khi và chỉ khi với mọi phủ mở (G,) „„ của A đều có chứa 
một phú con hữu hạn. 

Chứng mình. Điều kiện đủ. Giả sử bất kì phủ mở nào của A đều có 
phủ con hữu hạn nhưng A không compact. Theo định nghĩa, tồn tại một 
dãy (x„),C A sao cho x„ x„ khí ø =ø” nhưng không có dãy con nào 
hội tụ cả. Điều này có nghĩa là mỗi xe A không là giới hạn của bất kì 
dãy con nào của (x„), nên tồn tại một hình cầu mở 8, = B{+, r,) chỉ chứa 


hữu hạn các +„. Họ (8,) „. lập thành một phủ mở của 4 nên theo giá thiết, 


k 
tồn tại phủ con hữu hạn : AC (J B,. Mỗi hình câu B,,i=l,... k chỉ chứa 


¿=l 
một số hữu hạn x„ nên hoá ra dãy (x„ ; chỉ có hữu hạn các phần tử phân 
biệt. Điều vô lí này cho ta kết luận A phải là compact. . 

Điều kiện cần. Cho 4 compact và giả sử có một phủ mở (GŒ, | 
của A nhưng không chứa phủ con hữu hạn nào. Vì A hoàn toàn bị chặn 
nên nó được phủ bởi một số hữu hạn hình cầu đóng bán kính bằng 1. Ta 
kí hiệu Ø, là một trong các hình cầu đóng ấy sao cho A, = f1, không 
thể phủ được bằng một số hữu hạn các tập Œ_ (nếu khác đi thì Á sẽ phủ 
được bằng hữu hạn các tập Œ,. trái với giả thiết phản chứng.) Tập A, 
chứa trong tập hoàn toàn bị chặn A nên 4, được phủ bằng một số.hữu 


hạn hình cầu bán kính ” trong số đó có một cái kí hiệu Ö; sao cho 


4; =AiB; CA không thể phủ được bởi hữu hạn các tập GŒ„. Tập A, 


cũng hoàn toàn bị chặn nên cũng được phủ bởi hữu hạn hình cầu bán kính 
l - ` 
sơn! Tiếp tục quá trình này, ta thu được một dãy hình cầu đóng 8, và 


các tập khác rỗng 4, = 4, ¡f1Ö,, ø=l, 2... trong mỗi A, ta lấy ra một 


ti 


điểm x„. Do A4,C A„,C---CA nên (x„) là dãy trong 4 thì sẽ có dãy 
con (x,) C(+x,), hội tụ đến xạ A. Họ (G,) „„ phủ A nên có œạ cƒ 


để x¿eG,. Vì Œ, mở nên tổn tạ r>0 để B(xạ,r)CGŒ,. Từ 


4(x,,, xạ}—>0 và _¬0 khi œ >œ, chọn Tạ đủ lớn ta sẽ có 


r.. ] FT Giáo CA sấu ¿ : 
4(X...3o]}<2 và "ng Lúc ấy với mọi xe A, ta có 


tụ 
d(+x, x)<4(xsx,)+4(x,s3v)<Z— +2 < r 
Tụ 

tức là Á, C B(xạ, r)CŒ,„„ nghĩa là có tập A, được phủ bằng một tập 
G,„, trái với cách xây dựng các tập A„. Mâu thuẫn này chứng tỏ mọi phủ 
mở của A phải có một phủ con hữu hạn. Định lí được chứng minh đầy đủ, R 

5.4.3 Định nghĩa. Ta gọi họ các tập con li SP của tập X là họ có 
tâm nếu mọi tập hữu hạn J C7 thì ƒ\ # = Ø. 


. œe/ 
Từ Định lí Ýleine-Borel, ta có hệ quả sau : 
5.4.4 Hệ quả. Khóng gian mêtric X là compact khi và chỉ khi mọi 
họ có tâm các tập đóng của X có giao khác rỗng. 
Chứng mình. Giả sử X compact và (F„) _. là một họ có tâm các tập 
con đóng của X. Khi đó G„ ==X\VF, là mở. Nếu ƒ1#, = Ø thì 


œ&Ï 


X=x\vn=U(XvE)=UG, 


œ&Ï «œ& œG€/ 
nên (G„) .„ là một phủ mở của X. Theo Định lí Heine-Borel, X được 
phủ bởi một số hữu hạn Ó, : 
k L4 
X=UÙ*# =X\v(1#,). 
=] ˆ l 


¿=l 


k 
Như thế (1#, = Ø. Điều này mâu thuẫn với định nghĩa họ có tâm. 


;=] 


Do đó í\ #, = Ø. 


«œ€Í 
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Ngược lại, nếu (G,,) _. là phủ mở bất Kì của X. Đặt Z, = Gc.(F, ) 


nef 


không phải là họ có tâm của X vì nếu thế thì ƒ\ #2 =(U G„}' = Ø, trái 


ae/ \€l 
h 
giả thiết, nên có hữu hạn Ƒ_, (¡ =l,.... #) nào đó để [1# = Ø. Điều này 
dịp 0t 
có nghĩa là tập hữu hạn các Œ, phủ X. Vậy X compact. 


5.5 Ánh xạ và hàm số liên tục trên tập compact. 


Các ánh xạ liên tục trên các tập compact có những tính chất tốt như 
hầm số liên tục trên khoảng đóng [a, b|C R. Ta có : 


ŠS.5.l Định lí. Cho X, Y là hai không gian mêtric, ƒ:XY là 


ánh xạ liên tục và A là tập con compact của X. Khi đó ảnh ƒ(A) của 
A là tập compact trong Ÿ. 


Chứng mình. Cho (y„)„ là đấy bất kì trong ƒ(A). Khi đó trong A 
tồn tại đấy (x,), sao cho y„= ƒ(x,). Vì A compact nên có dãy con 
(x;.), C(x„)„ sao cho x„ —>xạe 4 (k—>oo). Mặt khác Ƒ liên tục nên 
dãy con y„ =ƒ/(x„) hội tụ đến ƒ(xạ)< ƒ(4). Theo định nghĩa, ƒ(4) 
compact. 


3.5.2 Định lí, Cho ƒ:X—>Y liên tục, A là tập con compact của 
X. Khi đó ƒ liên tục đều trên A. 


Chứng minh. Giả sử ƒ không liên tục đêu trên A. Khi đó tổn tại 


c>0 sao cho với mọi 6 >0 tồn tại x', x”œA với đ(x', x”}<6 nhưng 


d(ƒ(x), ƒ(x"))>e. Cho § lần lượt các giá trị _ n=], 2,... ta thu được 
n 
hai đãy (x/} và (x;} trong A có tính chất đ(x/, x")<1 và 
n 


d(/(x; ),/(xz)) >e. Vì A compaet, dãy (x;) có dãy con l. jD xXạ6A. 
Từ bất đẳng thức : 
l 
l0 8u Ì< (Xu lu )+4(Ez.‹xa) ST. tà 0 
khi k — œo ta cũng có x„ —> xạ. 
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Do ƒ liên tục. trong bất đẳng thức 4(/(x;.)./(xã )>e cho 


k—G< ta có 0=4(ƒ(x). f))> e. Điều vô lí này nói lên rằng ƒ phải 
liên tục đều trên A. 

Tiếp theo, ta xét hàm số thực xác định trên tập compact. 

5.5.3 Định lí. Cho A là tập compact trong X và hàm ƒ:A=>»I 
liên tục. Khi đó ƒ bị chặn và đồng thời đạt được giá trị lớn nhất, giá trị 
bé nhất trên A. 

Chứng mình. VÀ ƒ liên tục, A compact nên ƒ(4) là tập compact trong 
R. Vậy /ƒ(A)CR là tập đóng và bị chặn. Đật M=sup/(A), 
m =inf ƒ(A) thì &f, m là điểm đính của ƒ{A) nên A/, me ƒ(A) (vì từ định 
nghĩa của sup ƒ(A), inf ƒ(A), sẽ tổn tại các dãy y„, z„e ƒ(A): v„ — M, 
z„ —>m). Như thế tồn tại các điểm xạ, x, € Á sao cho với mọi xe A: 

m= ƒ(xạ)< ƒ(9< ƒ(x)=M. 

Điều này có nghĩa là ƒ bị chặn và đạt được giá trị bé nhất và lớn 
nhất trên tập A. 

Š.6 Xấp xĩ hàm liên tục bằng đa thức. 

Giả sử Cạ ¡ là không gian mêtric, các hàm số liên tục trên {0, I] 
với mêtric đ= "max”. Kí hiệu W là tập các đa thức g(x) xác định trên 
|0. !] có dạng g(x)=a,+a,x+---+a„x". Ta chứng minh W trù mật 
trong Cụ, tự 

5.6.1 Định lí Weierstrass l. Môi hàm số liên tục ƒ e Cụ ạị là giới 
hạn của một dãy da thức hội tụ đều. 

l Nói cách khác, với mọi ƒ e Cụ, ¡ị. ta có 
Ve>0,3gecW:4(ƒ,ø)= max |/ (x)—ø(x)|<€ 


Chứng mình. Không mất tính tổng quát, ta giả sử ƒ(0)= ƒ(1). 
Thật vậy, nếu hàm ƒ không thoả, ta xét hàm ƒ” xác định bởi công thức 
ƒ⁄Œ)=7(zx)~ £(0)—x[Z()~ £(0) 
thì ƒ'(0)= ƒ°(=0 và nếu ƒ” được biểu diễn thành giới hạn của dãy đa 
thức hội tụ đều thì ƒ cũng vậy vì ƒ sai khác với ƒ” một đa thức bậc nhất. 


s0 


Đặt ƒ(x)=0 với xø{0, I]. Khi đó ƒ là hàm liên tục đều trên R. 

Ta sẽ “nhân chập” hàm ƒ với một dãy các đa thức xác định để thu được 
một đấy đa thức hội tụ đều về ƒ. Kí hiệu 

Ø„(x)=c„(I—+?}” >0. n=1L ĐĂNG (q) 


trong đó c„ là các số dương sao cho 


ƒ10,G)áx=2ƒ)0,(x)# =1, n= 1, 2,. (2) 
Ta có 
1=2c,f0—z?)!>209°(1~ x2) áy 
>?2“(I~m2=- —=>—~ @) 


_ 3j*nˆ vn 
(Để ý, ta đã dùng bất đẳng thức Bermoulli : (I— x?}” >{I1—ax?) 
Như vậy c„ <vhn. 
Từ (3), với bất kì ô (0, 1) ta có 
Ø,(x)=œ„(I—x?}' <⁄n(I—x?}” <vJn—ø?) (4 


với mọi x thoả điều kiện 6<|zx| <1. Do đó @„Íx) hội tụ đều về 0 trên 


tập |[—I, —6]U|ø, 1]. Tiếp theo, ta “nhân chập” hàm ƒ và đa thức @,(x) 
bằng cách đặt : 


)= Ƒ,ƒŒ+0)0,)ár, x e0, ỊỊ: 
Dùng giả thiết ƒ(x)=0 ngoài [0, I] và đổi biến số x + = y ta được : 
P„(x)= Ƒ 7 Ƒ(x+0)0,()át = ƒ ƒ(y)Ø,(y—x)dy 
ni đy. 


Khai triển biểu thức Ít -(y— x") , sắp xếp theo luỹ thừa tiến của x và dùng 
tính chất tuyến tính của tích phân ta có được ? (x) là một đa thức đối với x. 
Việc còn lại là ta chứng minh ?,(x) hội tụ đều về ƒ (+) trên [0, 1]. 


6- HSBST 8l 


Cho e >0, chọn 0<é<1 để 
. D 
: I/9)~7G|<Š khi cy<: 
(vì ƒ liên tục đều trên R). Đặt M= sup |ƒ(x)|. Từ (2), (4), với mọi 


xel0, Iị 


xel0, l] ta có 


P,(x)~ ƒ(|=|f#(x+)—£G)0,()44 
<,tx+—7}Ð,()á: 


<2Mƒ”}0, ()4+Š ƒ°,0,(Ð)á:+2M [` Q,(r)át 


<4M4n(1—ø?}Ï +2<s 
với m đủ lớn. 
Vậy định lí được chứng minh. R 
5.6.2 Hệ quả. Với mọi ƒ eCụ ạ và mọi e>0 đều tôn tại đa thức 
8 (x)€W với hệ số hữu tỉ sao cho 
4(ƒ. s`}= max I/(x)—g (|<e 
xe|0, 1] 
Chứng mình. Giả sử ƒ Cụ ¡ và e>0 cho trước. Theo Định lí 
Weierstrass I, tồn tại đa thức gÍx)= đạ +đ¡x+---+4„x” sao cho 
. € 
4(ƒ. g)= max |/ (x)— g(x)|< 5 


Chọn các số hữu tỉ ?ạ, bị,..., b„ đủ gần đọ, đ),..., đ„ sao cho 


s |b; —đq, 
¿=0 


<Š, và đạt 
2 


8`(x)=bg+bix+...+b,x", 


Khi đó với mọi x e0, I], ta có 


82 


|g(x)—g” (|=| —lp)+(øm —b))x+--:+Ía,—b„)x" 


< xa, —bj|leÌ< *|a—b|<Š. 
¡=0 ¡=0 ny Ẻ 
Vì vậy 


|/(x)—g'(2|<|#Œ)—gŒ)|+|e(x)—g *(x|<Š <—= 5 +=e 


với mọi x e|0, I]. Từ đó đ(ƒ, g`)= max Jƒ(x)—g` (x)|< 8 
+el0. 1) 
5.6.3 Hệ quả. Không gian mêtric Cụ là không gian khả li. 


Chứng mính. Kí hiệu W là tập các đa thức với hệ số hữu tỉ xác định 
trên |0, 1|. Khi đó W, đếm được. Theo Hệ quả 5.6.2 thì W, trù mật trong 
Cụ ¡ị nên Cạ „¡ là khả li. 

Chú ý. Các kết quả của Định lí Weierstrass 1 và các Hệ quả 5.6.2, 
5.6.3 vẫn còn đúng trong không gian C„ „ị với a<b, a, be. Thật vậy, 
không gian C,, „ đẳng cự với Cụ, qua phép đẳng cự 


d2 cu n- /=/|==° 


-a 
và mỗi đa thức biến thành một đa thức qua phép biến đổi nên các tính 
chất của CI, „ được bảo toàn trong €„ ðỊ" 

5.6.4 Định lí Weierstrass H. Với mỗi hàm số liên tục ƒ (x) trên R, 


tuân hoàn theo chu kì 2m và với mỗi số dương e, sẽ tôn tại một đa thức 
lượng giác 


sứ) = + = 4, coskx + b, sin kx 
hùuu ñ 


sao cho với mọi xe 1Ä ta có 
lƒ(+x)—sŒ)|<e 
Chứng mình, Xét các hàm số 


@(x)= Ð 


§3 


ÿ(œ)=#Œ)~#(>) 
2 
Đây là các hàm số chẩn, liên tục tuần hoàn theo chu kì 2z. Cho x 
biến thiên trên |0, ] và đặt x — arccos:, ta thấy rằng các hàm số 


sin x. 


®Œ) =@(arecos?), W(r) == +(arccosr) 


liên tục trong đoạn [-I. I]. Dùng Định lí Weierstrass ], tồn tại các đa 
thức g{), h(z) xác định trên [—I. I] sao cho với mọi r e[—l. 1] ta có 


Iø6()—gứ|<€. lựứ)—n)|<€. 
4 Á 
Khi ấy với mọi x e|0, x] thì 
le(x)—g(eosx)|< , luŒ)—ñ(eosx)|< 2 () 


và vì @Íx), +)x), cosx là những hàm số chẵn, tuần hoàn theo chu kì 
2m nên các bất đẳng thức (1) cũng đúng với mọi xeR. 


Theo cách đặt ở trên, ta có ƒ(x)sin x =@{+x)sin x+3b(x) nên 


|ƒ (x)sin x ~ g(eos x)sin x — #(cos x)| 
<l|e{x)~g(eosx)|lsin xÌ +[b(+z)— h(cos x)|< - 


Kí hiệu „Íx) =g(eos+)sin #-+h(cosxÌ' thì z(x) là một đa thức lượng 
giác và ta có 


WŒ)snx—wG)|<Š. (2) 


Làm tương tự với hàm số # (x)= /|š—x , ta cũng có 


/Í§—+]ãmx~ves 


€ 
<— 
2 


với v{x) cũng là một đa thức lượng giác. Thay sẽ x bởi x, ta có 


. @) 


/(essx~|*~) : 
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Kết hợp (2) và (3) ta được b 


lr¿) — w(x)sìn x— |š-xJes+ 


= |/tbsinỶ x+cos? 3)-#(v)hĩy=y 


"ị 
“—x*|c0sx 
2 


<|ƑCsinx~w2|+|7©)eosx~v|2 —x] <e. 


Do tính tuần hoàn, với mọi xe R ta có |ƒ(x)~ s(x)|< e, trong đó 


s(x)=u(x)sin x + 


T 
——+|cOSx 
2 


là một đa thức lượng giác. 
5.6.5 Định lí Dini. Giả sứ X là một không gian mêtríc COmpact và 
(7,)„ là một dây các hàm số liên tục trên X. Nếu (ƒ,), là một dãy tăng 
(t.ư., giảm) hội tụ từng điển đến một hàm số liên tục g trên X thì Ứ), 
hội tự đêu đến g(x) trên X, 
Chứng mình. Nhắc lại rằng (ƒ, )„ hội tụ đều về ø trên X nếu 
M 


'{Ve >0)(Gm,)(Yn > ng)(Vxe Ä): 


#,(x)~gŒ)}<e 

Để định ý, giả sử (ƒ, )„ là dãy tăng. Cho e>0, vì với mọi xeX, 
dãy ©)), hội tụ đến gÍy) nên có số tự nhiên mø{x) sao cho khi 
n>m(>x) thì 


0<g(x)—#(x)<e 


Mặt khác, vì các hàm g và ƒ„.„ liên tục tại x nên có hình cầu mở 


B(+x, r,) sao cho nếu xe B{+x, z,) thì 
lệ. )—=7 (x)|< < và |g(x)— (x3|<Š 
|9 n(x) n{x) `7 3 § 3 


Như vậy với mọi xe B(x, r,) ta có 
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gG~— xa (x2) <|gŒ')—eÓG)| +|eŒ) ~##(xÌ|+ 


G 
+|f2(œ)— #.JU sit + ì =€. 


Họ các hình cầu mở (BS) ) là một phủ mớ của tập compact 


X nên có phú con hữu hạn : 


Đặt nạ = max {m(x))..... n{(x,)}. Khi đó với n > nạ và với mọi xe X ta sẽ 
tìm được ¿, (¡=1.... &) sao cho xe Ø(x,.r, ). Như thế 


sŒz)—-ƒ#,(œ)< sứ) T (x)< gŒ)— #3) <¿ 
Vậy định lí được chứng minh. B 
5.7 Định lí Ascoli — Azelà. 


Việc khảo sát tính compact của các tập trong không gian mêtric tuỳ 
ý nói chung là khó. Tuy nhiên trong không gian C„_ gị: Ta có tiêu chuẩn 


khá cụ thể. Cho A là một tập con của không gian Cụ, „ị- Ta có các khái 
niệm sau đây : 

l. Tập A được gọi là bị chặn tại xọ e|a, bÌ nếu có K >0 sao cho 
với mọi ƒ€ A ta có |) <K. Tập A được gọi là bị chặn từng điểm 
(tư., bị chặn đêu) trên [a, b] nếu A bị chặn tại mọi điểm x eÍa, bÌ (tư., 
(3M >0) sao cho với mọi ƒ 6A, xe|a, b| thì |ƒ(x)|< M). 

2. Tập A được gọi là đồng liên tực tại xụ e|a, bÌ nếu mọi e >0 tồn 
tại Ê>0 sao cho với mọi xeÍa, b|, mọi ƒ&€A. nếu |x—xgÌ<Š thì 
J@)—/(x)| <e Nếu A đồng liên tục tại mọi xe[a, b] thì ta nói A là 
đông liên tục trên {a, bÌ. 

3. Tập A được gọi là đồng liên tục đều trên Íø, bÌ nếu với mọi e 
tồn tại ô >0 sao cho với mọi x, ye[a, b]|, mọi ƒe A, nếu |x— yÌ< 8 thì 
[#(x)—/70)|<e 

Sau đây là điều kiện cần để tập A compact. 
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5.7.1 Định lí. Giả sử A là một tập compact tương đối trong Cụ, ,): 
Khi đó tập A bị chặn đều và đồng liên tục đều trên {a, bỊ. 
Chứng minh. Do AC A compact nên AÁ là tập bị chặn. Suy ra 
ACB(ñ, K)C C„„. Như vậy với mọi ƒe A, xe a. b} ta có 
I#(z|<|#(x)- Œ)|+|ø(+) 
<4{(ƒ.f)<K = max [ƒ (+Ì|= M 


— Tiếp theo, cho e>0. A cũng hoàn toàn bị chặn nên có SP lưới 
hữu hạn đối với tập A. Mỗi hàm ƒ, liên tục trên [a, b| nên liên tục đều 
trên đó : với số dương : tôn tại các số dương 8, để |£(x)— /(y|<Š 


3 
nếu |x—y|<ô,,i=l,....n. Đặt b=min{6,.... ô,}. Nếu +, yelø, b}, 


là—y|<8 và với mọi ƒ e A ta chọn ƒ sao cho 4/.)<5 thì 


I/()~=7(yJ|<}#G)~ #+|+|#3)~60)|+|26)= 0) 
<24(ƒ./)+|#()~ #(yÌ|< s l Bà 


Vậy tập A là đồng liên tục đều trên [a. b]. 


Điều kiện đủ để tập AC C„.„ị là compact tương đối được đưa ra nhẹ 


hơn (tất nhiên dễ kiểm chứng hơn). Tuy nhiên kết hợp với điều kiện cần, 
ta thấy chúng tương đương với nhau. 


3.7.2 Định lí, Cho A là một tập con của không gian C„„ị thoả 
mãn hai điều kiện sau : 

a) A bị chặn từng điểm trên [a, bỊ. 

b) A đồng liên tục trên |a, b. 

Khi đó A là một tập hợp compact tương đối trong CC, ụ). 

Chứng mình. Do C„„ị là không gian mêtric đầy đủ nên ta chỉ cần 


chứng minh A là hoàn toàn bị chặn, tức là với mỗi số r >0 tập A được 
phủ bởi một số hữu hạn hình cầu trong Œ, „¡ có bán kính r. 


§7 


Vì A đồng liên tục trên [z bÌ nên với số dương 5 với mỗi 


xela, bÌ tồn tại (x) >0 sao cho nếu y eÍz. b]. |x— y|< 8x) thì 
ự\~/70|<š: với mọi ƒe A. 


Họ (B(+x, SG) các hình cầu mở là một phủ mở của tập 

compact [a, b| nên phải tồn tại phủ con hữu hạn : 
Ía. b|=U/-B(%. Š,), (8, =8,(x), ¿=l,.... n). 

Cố định các điểm xị,.... x„ này lại và xét ánh xạ ®:C„ „ —> R” xác 

định bởi 
®(7)=(ƒ(u)...../ (x,))- 
Do điều kiện a), tổn tại các số dương ;...., K„ sao cho 
[#ƒ(+)|< K,, với mọi ƒ e A. 

Đặt K =max{K,,... K„}, khi đó với mọi ƒ A, khoảng cách từ điểm 
(ƒ(x¡)..... /(x„)) đến 0=(0,.... 0) trong R" là: 


lŠ ƒ(x) <VaK. 


Điều này có nghĩa là tập ®(A) bị chặn trong R” nên nó phải hoàn 
toàn bị chặn. Do đó ®(A) được phủ bởi hữu hạn hình cầu với tâm 


¡=Í}.... j), j =1... m và bán kính e Ta giả thiết tập ®(A) và các 


hình cầu #|t,„ : 


có giao khác rỗng vì nếu trái lại, ta bô hình cầu đó đi. 


Với mỗi j =— l,.... m ta chọn một hàm ⁄<A sao cho %(7,)<8 te] 
Bây giờ với ƒ e A, ta có 
(x)~#(xJ|<|#()—tj|+|#(x)~&/| 
¬ (*) 
`: 


<=+<==c. 
6 6 3 
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Tiếp theo, ta hãy chứng minh rằng 
k 
AcCU# {ƒ,r\ì. 
ũ #0) 
Thật vậy, lấy ƒ tuỳ ý thuộc A. Tồn tại chỉ số j để bất đẳng thức 


(*) xảy ra. Lấy xela, b] sẽ có ¡, ¡=l,.... n sao cho xe 8(x,, ð,). Nhờ 
(*), ta có 


|/@)-/#|<|#œ)—/(x |+|#(x) f(x) 


+|/(x,) - Đ: g†1a12=! 


Vậy dÍƒ. ƒ)= max |ƒ(x)~ ƒ,(x)|<z hay ƒe '(ƒ,, r). Nói cách 
xel#, x 
khác, A hoàn toàn bị chặn trong không gian đây đủ C(„„ nên phải 
compact tương đối. Định lí được chứng minh đây đủ. 
5.7.3 Ví dụ. Cho £ là một tập bị chặn trong Œ„ ;|- Chứng minh tập 
A =lys Cl,.,) :yứ)= ƒxŒ)đr, xe £} 
là tập compact tương đối trong Cụ BỊ" 


Chứng mình. Ta hãy kiểm tra các điều kiện a), b) của Định lí 5.7.2. 
Vì E là một tập bị chặn nên có số dương sao cho với mọi 
xe£: max|x(|< L. Do đó 


te|ư. b 
Iyt|=|ffxtr)dr|< ƒJ[xŒ)|ax < [Lan <(r— a)t, 
Vậy A bị chặn từng điểm trên Íø, b]. Mặt khác, với e >0 tồn tại 
§=T>0 sao cho với mọi ?. “la, b], yeA ta có 
[yứ)— yữ|=|x(Œœ)ar~ ƒƑ xtx)ar| 
=|ff xt)ar|<Ì:~rlL<e 
nếu |£~Í<§. Vậy A đồng liên tục trên [a, b} nên A compact tương đối 


trong Œ„ „i. Ÿ 
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5.1. 
5.2. 


5.3. 


5.4. 


S.5. 


5.6. 


5.7. 


5.8. 
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BÀI TẬP 


Chứng minh hợp một số hữu hạn tập compact là một tập compact. 
Giả sử X, ŸY là hai không gian mêtric compact. Chứng minh rằng 
không gian tích XxYŸ cũng là không gian compact. 
Cho K là tập compact và # là tập đóng trong không gian mêtric 
sao cho Kƒñ1FƑ = Ø. Chứng minh 

4(K, F)=inf{4(x, y)/xeK,yeF}>0 


Cho A,, 4;... là dãy các tập hợp khác trống trong không gian 
mêtric X thoả mãn A, 2 A; Đ... 


a) Giả sử tất cả các tập (A,) đều là tập compact. Chứng minh 


Ằ A, =Ø. 


nà] 


b) Nếu tất cả các tập (A,) đều là tập đóng thì Ẫ A„ có khác rỗng 
n=ị 

không ? 

Cho ƒ:X —›Y là ánh xạ liên tục đều từ không gian mêtric X vào 

không gian mêtric Y. Giả sử A là tập hoàn toàn bị chặn trong X. 

Chứng mình ƒ(A) là tập hoàn toàn bị chặn trong Y. 

Cho ƒ :[a, bÌ—R là một hàm số liên tục với a, b là các số thực và 

q<b. 

a) Giả sử A là một tập đóng chứa trong |a, bÌ. Chứng minh ƒ(4) 

là một tập đóng trong R. 

b) Nếu Ø là một khoảng mở chứa trong [a, b], hỏi ƒ(B) có phải là 

tập mở trong R hay không ? 

Cho X, Y là các không gian mêtric và ƒ là ánh xạ từ X vào Y. 

Chứng minh rằng ƒ liên tục trên X khi và chỉ khi ƒ liên tục trên 

mọi tập con compact của X. 

Giả sử X là một không gian mêtric compact và (G,)„ Ÿ là một 

phủ mở của X. Chứng minh rằng tồn tại một số dương r sao cho 

mọi hình cầu mở bán kính z đều được chứa trong ít nhất một tập 

G„ nào đó. 


5.9, 


5.10. 


5.11. 


3.12. 


Giả sử X là một không gian compact và ƒ: X-—>X là một ánh xạ 

thoả mãn điểu kiện đ(ƒ(x),ƒ(y))<4(x,y) với mọi +, yeX, 

x y. Chứng minh ánh xạ ƒ có một điểm bất động duy nhất. 

Cho X là một không gian mêtric compact và ƒ là một ánh xạ từ X 

vào X sao cho với mọi cặp điểm (+, y) của không gian X ta đều 

có bất đẳng thức đ(ƒ(x),ƒ(y))> 4(x, y). Chứng tỏ rằng ƒ là một 

phép đẳng cự từ X lên X. 

Giả sử ƒ là một hàm số liên tục trên [0, I| và thoả mãn 
l24'/0)8y<0n<0 b2 

Chứng minh rằng ƒ(x)=0 trên [0, 1]. 

Kiểm tra thử xem các tập nào sau đây là tập compact trong không 

gian Cụ, " 


a) {xa c€ụ ¡: x„Ú)= sineứ, œ€ ÍI, 2Ì}. 


b) llã Con: x„()=t”, ne NÌ. 
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Chương 2. 
KHÔNG GIAN TÔPÔ 


§ 1. ĐẠI CƯƠNG VỀ KHÔNG GIAN TÔPÔ 


1.1 Định nghĩa. Cho X là một tập hợp khác rỗng. Một họ 7 các 
tập con của X được gọi là một zópô trên X nếu 7 thoả mãn 3 tiên để 
sau đây : 

I.ØeT7.Xe7 


2. Nếu (G,.) .. là một họ các phần tử của 7 thì LJG, e7. 


(e7 


3. Nếu GŒ\, G; €7 thì GŒnŒ; eZ 
Bằng quy nạp, từ 3) ta thấy rằng nếu G,,Ó;,...Œ„€4 thì 


\ÀG,ez. 


;=l 

Giả sử trên X đã cho một tôpô 7. Khi đó cặp (X, 7) được gọi là 
một không gian tôpô xác định trên tập nên X. Các phần tử của 7 được 
gọi là tập mở và các phần tử xe X được gọi là các điểm của không gian 
tôpô (X, 7). Nếu không sợ nhầm lần, ta thường kí hiệu vấn tắt không 
gian tôpô (X, 7) là X. 

1.2 Ví dụ. 

1. Cho X là một tập hợp khác rỗng tuỳ ý. Lấy 7Z={X, ố}. Khi đó 
3 tiên để của tôpô được thoả mãn một cách hiển nhiên. 


2. Cho X là một tập tuỳ ý, 7 =2(X) là tập hợp tất cả các tập con 
của X. Lúc đó 7 cũng là một tôpô trên X. 
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Trên đây là hai ví dụ tâm thường về tôpô, tuy nhiên ta thường hay 
gập nên chúng có tên riêng. Ở ví dụ thứ nhất, Ø được gọi là tôpô thô, ví 
dụ 2, tôpô này được gọi là tôpô rời rạc. 

3. Giả sử (X, đ) là một không gian mêtric. Gọi Œ là họ tất cả các 
tập mở trên X, Lúc đó (X, ) là một không gian tôpô. Đặc biệt trên R, 
tôpô xác định bởi mêtric đ(x. y) =|xT— y| gọi là tôpô thông thường. 

Để ý rằng trên cùng một tập hợp X cho trước. ta có thể cho nhiều 
tôpô khác nhau. Khi đó ta nhận được các không gian tôpô khác nhau (có 
chung một tập nền X). Nếu 7, và 7; là hai tôpô như vậy, khi đó ta có hai 
không gian tôpô (X, 7¡) và (X, 7;). Cho AC X. Giả sử A là tập mớ đối 
với %,(Ac7,) chẳng hạn, ta sẽ gọi A là 7; — mở. Tương tự, ta gọi các 
tập A là 7 — đóng, 7 — lân cận v.v..../=l, 2. : 

Bây giờ 41¡ và 7; là hai tôpô trên X thoả điểu kiện %¡ C;, thì ta 
gỌI 1¡ yếu hơn 1; hay 14 mạnh hơn %4 và kí hiệu , <4;. Hiển nhiên 


tôpô thô là tôpô yếu nhất và tôpô rời rạc là tôpô mạnh nhất Đón tất cả 
các tôpô cũng xác định trên tập X. 


Cũng có thể xảy ra trường hợp hai tôpô T7 và 7; không so sánh 
được với nhau, chẳng hạn 7¡ không chứa trong 7; hoặc ngược lại, 7, 
không chứa trong %,. 

1.3 Lân cận. 

1.3.1 Định nghĩa. Cho (X,7) là một không gian tôpô và xụ X. 
Tập AC X được gọi là một lân cận của xạ nếu tồn tại tập mở 7 sao 
cho xạ U CA. Hiển nhiên nếu Ue7 thì U/ là lân cận của mọi điểm 
của nó. Tuy nhiên một lân cận của x„ chưa chắc là một tập mở. 

Nếu A là một lân cận của xạ thì xạ được gọi là một điểm trong của 
A. Nói cách khác, xạ là điểm trong của ÁC X khi và chỉ khi tôn tại 
U eT sao cho xạ eỨC A. 


1.3.2 Định lí. Tập AC X là mở (tức là A<) khi và chỉ khi nó là 
lân cận của mọi điểm của nó. 
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Chứng mình. Giả sử A mở và xe A. Theo định nghĩa thì A là lân 
cận của x. Ngược lại, theo giả thiết, với mọi xe A tồn tại U, €1 sao 
cho xeU, C A. Ta có 

A= Utz!C UU,CA. 
l x<A x€A 


Vậy A= LJ U,. Như thế A là tập mở vì nó là hợp của một họ các tập 


Y<A 
mở Ù,. 

1.4 Tập đóng. 

1.4.1 Định nghĩa. Cho (X,7) là một không gian tôpô. Tập # C X 
được gọi là rập đóng nếu và chỉ nếu #“=X\# là tập mở (tức là 
XéXƑ€7T). : 

1.4.2 Nhận xét. 


Ta có (G'} ` =X\X(X\XG)=G. Như thế tập G mở tương đương với 
Œ“ là tập đóng. 

Từ tính chất của các tập mở ta suy ra : 

1.4.3 Định lí. Cho X là một không gian tôpô. Khi đó 

1. Ø,X là các tập đóng. 

2. Giao một họ tuỳ ý các tập đóng là một tập đóng. 

3. Hợp một số hữu hạn các tập đóng là tập đóng. 

Chứng mình. Dựa vào định nghĩa của họ các tập mở và công thức De 
Morgan, chẳng hạn, giả sử (F, ) _. là họ các tập đóng. Lúc đó 

(U#Y=U# 


œeÏ ằœeŸ 


là tập mở vì các F“ là các tập mở. Do đó ñ#, là các tập đóng. R 


ae€Í 
1.5 Phần trong và bao đóng của một tập hợp. 
1.5.1 Phần trong. Giả sử X là một không gian tôpô và AC X. Lúc 
đó có ít nhất một tập mở chứa trong A chẳng hạn tập rỗng. Hợp tất cả 


các tập mở chứa trong A được gọi là phần trong của tập 4, kí hiệu là Ả 
hay infA. Ta có : 
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A là tập mở (vì nó bằng hợp của các tập mở). 


A là tập mở lớn nhất chứa trong A (vì trong A có chứa tập mở nào 
khác thì nó phải chứa trong hợp tất cả các tập mở chứa trong 4). 

A là tập mở khi và chỉ khi A = Ả. 

1.5.2 Định lí. Cho A, BC X. Khi đó 

1) Phần trong À của tập A là tập hợp tất cả các điểm trong của 
tập A. 


° ° 


2} ACB thì AC B. 


3) inf(AnB)= An. 

Chứng mình. 

1) x là điểm trong của A khi và chỉ khi x thuộc một tập mở nào 
đó chứa trong 4, nghĩa là x thuộc phần trong của A. 


2) Ta có ÁC AC 8 nên hiển nhiên ÄC ở vì 8 là tập mở lớn nhất 
chứa trong Ö. 


3) Ta có Aí1Ø là các tập con của A và nên inf(AnB)c Ẩn. 


Ngược lại, Ảnð là tập con mở của Af1ð nên ẢnBc inf(Anø). § 

1.5.3 Bao đóng. Cho AC X. Luôn luôn có ít nhất một tập đóng 
chứa 4, chẳng hạn X. Giao tất cả các tập đóng chứa A được gọi là bao 
đóng của A, kí hiệu A. Hiển nhiên 4 là tập đóng bé nhất chứa 4. 

Từ định nghĩa ta có ngay kết quả : 

A là tập đón? khi và chỉ khi A = A. 

1.5.4 Định lí. Cho A, BC X, ¡a có 


ÙA=A. 
2) Nếu AC B thì AC B. 
3) AUB= AUB. 
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Chứng mình. 

Các tính chất 1), 2) hiển nhiên do định nghĩa. 

3) Ta có ACAnB nên ÁC AUđ, tương tự #CAUØ8. Do đó 
ABC AUB. Ngược lại, AC AUB và BC AUB nên AUBC AUB. Vì 
AUð là tập đóng nên theo định nghĩa, ta có AUBC AUB, Vậy 
AUB=AUB.§ 

1.6 Điểm dính - Điểm tụ. 

1.6.1 Định nghĩa. 

Cho A là một tập con của không gian tôpô X và x là một điểm 
của X. x được gọi là một điểm đính của tập A nếu với mọi lân cận V 
của x ta đều có Ví\1A = ð. 

Nếu với mọi lân cận V của x ta đều có VfA(A\Íx})z Ø thì x 
được gọi là một điểm tự của tập A. Hiển nhiên mọi điểm tụ của A đều là 
điểm dính của A nhưng điều ngược lại không đúng. 

1.6.2 Định lí. 8ao đóng của tập hợp A là tập hợp tất cả các điểm 
dính của A. 

Chứng mình. Nếu x không phải là điểm dính của A thì sẽ tổn tại một 
lân cận mở V của x sao cho Vf1A= ðØ, khi đó AC V“. Vì V° là tập đóng 
nên AC V*, từ đó xe A. Ngược lại nếu xø A thì xe(AÌÏ =X\A=V là 
một tập mở nếu nó là lân cận của x và Ví1A = Ø, nghĩa là x không phải là 
điểm dính của A. 


__1,7 Tập hợp trù mật - Không gian khả li. 
1.7.1 Định nghĩa. Giả sử A. Ø là hai tập con trong không gian tôpô 
X. Nếu CA thì ta nói tập A rà mật trong tập 8. Nếu AC X và 


A=X thì A được gọi là trù mật trong X hay A là một tập hợp /rừ mật 
khắp nơi. 


Ta có các tính chất sau. 
1) Nếu A trù mật trong B, B trà mật trong C thì A trù mật trong C. 
Thật vậy, vì A58 và BC nên CC Á. 


2)Tập A trù mật trong B khi và chỉ khi với mọi xe B và mọi lân 
cận V của x ta có VñA z= ðØ. 
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Điều này chẳng qua là sự diễn đạt định nghĩa của khái niệm điểm 
dính và trù mật. 

1.7.2 Định nghĩa. Không gian tôpô X được gọi là khởđ !¡ (hay tách 
được) nếu trong X tồn tại một tập con A hữu hạn hay đếm được và Á 
trù mật khắp nơi. 

1.8 Cơ sở của tôpô. 

Thông thường để cho một tôpô trên X ta phải chỉ rõ tất cả các tập 
mở (tức là các tập hợp thuộc Z7). Tuy nhiên trong nhiều trường hợp ta chỉ „ 
cần tìm một tập con của Z là đủ xác định tôpô 7. Ta có định nghĩa sau. 

1.8.1 Định nghĩa. Giả sử (X,7) là một không gian tôpô và 
Ốốz=BC7. Họ ö được gọi là một cơ sở của tôpô 7 nếu với mọi G7 


tồn tại một họ con #C #Ø sao cho Ở= {J B. 
Đe”' 


1.8.2 Ví dụ. 
1. Theo định nghĩa thì Z2 chính là một cơ sở của không gian tôpô 
(X.7). b 


2. Tôpô thông thường trên R nhận họ các khoảng mở (az, b) làm 
một cơ sở của nó. ` 

1.8.3 Định lí, fọ 8C 7 là một cơ sở của không gian tôpô (X,) 
khi và chỉ khi với mọi xe X và với mọi lân cận V của x đều tôn tại 
BeØ sao cho xeBCV. 
— Chứng mình. Giả sừ Ø là một cơ sở của (X,7). Nếu xeX và V là 


một lân cận của x thì tổn tạ e7 để xeUCV.VìU= U G nên 
GeR'cna 


tồn tại Ð#cZØ để xeBCUCV. Ngược lại, cho G7. Với mọi xeŒ 
tồn tại 8. e# để xe,CG. Khi đó G= U 8,, trong đó B8, e?Ø. Định 
xeŒ 
lí được chứng minh. R 
1.8.4 Định lí, Cho 8 ={U, :a 61} CP(X) thoả mãn hai điều kiện : 
4) Với mọi U, Ve#3 và với mọi xe UV, tôn tại We sao cho 
xeWCUr\V. 


b) Với mọi xe X tồn tại UcÐ sao cho xeU. 
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Khi ấy tôn tại một tôpô T trên X sao cho là một cơ sở của 1. 
Chứng minh. Đặt #=|Gsx:G= UỮ,. U, eØ, rcñ. Ta có : 


œ%e=J 


q) ØeT vì Ø= UU,,X=UU,. 


(eØ ằœ€! 


(i) Theo định nghĩa của Z7 ta thấy ngay hợp một họ các phần tử 
thuộc Z cũng được biểu diễn bằng hợp các phần tử thuộc Z nên nó phải 
thuộc 7. 


(ii) Cho G¡, G; e7. Khi đó G= UÚ,, G = U U), ta có 
œeJ 8e" 


G); Ớ; =( U U,)Ô( § U;) 
ằœe/ 3e 
=U U(U,ñn,). 
«60c! 
Ta còn chứng minh Ú, 1U, c7. Thật vậy, với mọi xeÙ, f1, 
theo giả thiết tồn tại W, e sao cho xeW, CỮ, f1; nên 


U,nU= U_ W,eT. 


eU, fU, 


Nếu xeX và Œ là một tập mở chứa x thì khi ấy G= UJU, nên 
ằ%6J/- 


xeÙ,cG.W 
1.9 Cơ sơ lân cận. 


1.9.1 Định nghĩa. Một họ V/ những lân cận của điểm xeX được 
gọi là một cơ sở lân cận của xe X nếu với mọi lân cận của x đều tồn 
tại một lân cận VeV/ sao cho xeV CŨ. 


Theo định nghĩa, với mỗi xe X luôn luôn tồn tại cơ sở lân cận của 
nó (chẳng hạn tập tất cả các lân cận của x). Trong thực tế ta thường quan 


tâm đến cơ sở lân cận bé nhất (theo quan hệ bao hàm) của điểm x. 
1.9.2 Định lí. Cho X ià không gian tôpô. Giả sử V7 là một cơ sở 
lân cận của mỗi điểm xe X. Khi đó ta có. 


1) VxeX, VU, ta có xeV.. 


2) Nếu VỊ, VỆ e\/ thì tôn tại V, e\ sao cho V. C VÌ nVỆ, 
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3) Với mọi V, eV¿ đều tổn tại một W, CV sao cho VyeW, thì tồn 
tại V, e\k¿ sao cho Vị CÝ,. 

Ngược lại giả sử X là một tập tuỳ ý và với mọi xe X tôn tại một 
họ V¿ gôm các tập V. CX sao cho các tính chất 1)- 3) được. thoả mãn. 
Lúc đó tôn tại một tôpô duy nhất trên X sao cho V} là một cơ sở lân 
cận của mỗi điểm xe X. 

Chứng minh. 

Tính chất 1) hiển nhiên. Nếu xe V và x e VỶ thì tồn tại các tập mở 
G,, G, sao cho xéŒ¡ CV}, xeG; C VỶ. Lấy V. CG,ñG,, V, eV/ ta có 
V.CV'nVỶ. Như vậy 2) được chứng minh. 

Bây giờ giả sử V¡ e1⁄. Theo định nghĩa, tồn tại tập mở G sao cho 
x€ŒCYV,.. Vì Œ cũng là một lân cận của x nên theo định nghĩa của cơ 
sở, phải tồn tại W_ ek/ sao cho W, CƠ. Khi đó VyeW, ta có yeŒ nên 
Ở là một lân cận của y. Vậy tồn tại V, eV⁄/ sao cho V, CỚC V,. 

Ngược lại, giả sử tại mỗi điểm x của tập X ta có một họ k⁄/ sao 
cho các tính chất 1)- 3) được thoả mãn. Đặt 

4 ={GCXI hoặc G = Ø. hoặc VxeG, 3V, eV/:V, CG}. 

Ta hãy kiểm tra 7 là một tôpô trên X. Thật vậy, Ếốc7 và Xe. 
Nếu (G,),.„ với G,eZ thì G= JG, cũng thuộc Z vì nếu xeG thì 


œe€Ï 

x phải thuộc một G„ nào đó. Lúc ấy có V, để xeV, CG, CG. 

Cho G,G,eT và giả sử xeŒ=G,nG,. Như thế sẽ có 
VÝ CƠ, VJ CƠ, Lấy V,eVý sao cho V,CWMNV. Vì vậy 
x€V,CVnV cGŒ¿nG, =G, hay Ge. Vậy + là một tôpô trên X, 
Tiếp theo ta sẽ chứng tỏ rằng 1 đúng là một cơ sở lân cận của điểm x. 
Trước hết ta kiểm tra mỗi V, eL⁄/ là lân cận của x. Lấy V, ek/ và đặt 
G=Í{zeV,: 3V,eV/,V.CV,}CV,, thì xeG. Mặt khác nếu zeŒ và 
V, ký sao cho V,CYV, thì theo tính chất 3) tổn tại W,cl/ sao cho 
vyeW, thì có V,ek¿, V,CYV.. Vậy W,eG nên G mở và V, đúng là 
một lân cận của +. 
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Như thế Z là một tôpô trên X và tại môi điểm xe X: theo cách 
' xây dựng 7 thì t⁄ đúng là một họ cơ sở lân cận của điểm x. 

Nhận xét. Có thể xây dựng tôpô bằng con đường tự nhiên là xuất 
phát từ khái niệm lân cận, Tuy nhiên điều này không thuận tiện -ĐANg 
cách dùng họ các tập mở. 

1.9.3 Định lí. Cho Ø là một cơ sở của không gian tôpô X. Giả sử 
họ 3 đếm được. Khi đó X khả li và tại mỗi điểm xe X đều tồn tại một 
cơ sở lân cận hữu hạn hoặc đếm được. 

Chứng mình, Giả sử Ø = {BỊ, b5}. Trong mỗi tập B„ta hãy lấy 
một điểm x„. Khi đó tập A= {x, x;....} là hữu hạn hay đếm được. Ta 
chứng minh tập 4 là trù mật khắp nơi. Thật vậy, cho x là điểm tuỳ ý của 
X và U là một lân cận của x. Lúc đó tổn tại tập 8,72 sao cho 
AeB,CU. Do x„eB, nên Af\U z Ø. Vậy xe. 


Mặt khác, với mỗi xe X. đặt ⁄/={Be7: xe BÌ,khi đó V/ là một 
cơ sở lân cận của x và vì 7 đếm được nên ⁄ hoặc đếm được hoặc 
hữu hạn. R 

1.9.4 Định nghĩa. Không gian tôpô X có cơ sở đếm được gọi là 
không gian thoả mãn điên đề đếm được thứ hai Nếu X thoả mãn tính 
chất là với mọi xe X đều tồn tại một cơ sở lân cận đếm được thì X được 
gọi là thoả mãn riên đề đếm được thứ nhất. 

Họ ¿+CZ2(X) được gọi là một phú của tập A trong không gian X 


khi và chỉ khi A là một tập con của LJ B8. Phủ ¿4 được gọi là phú mở 
8eứ 


của 4 nếu mọi phần tử của nó là tập mở. Ph# con của phủ ¿2 là một họ 
con của Z{ mà bản thân họ này cũng là một phủ của 4A. 

1.9.5 Định lí. (Lindelöf) Giả sử (X,7) là một không gian tôpô cô 
cơ sở đếm được. Khi đó mọi phủ mở tuỳ ý ¿L của một tập AC X đêu tồn 
tại một phú con đếm được. 

Chứng mình. Giả sử AC X01 là phù mở của A và Ø là một cơ sở 
đếm được của không gian tôpô (X,7). Với mỗi  e¿1, tổn tại một họ 
con của Z để bằng hợp của họ con này. Tập hợp tất cả các họ con đó 
khi U chạy khắp ¿{, kí hiệu Z tạo thành một phủ mở của A, hơn nữa 
là họ con của Z nên Z đếm được. Với mỗi phần tử # của tập hợp 7, ta 
chọn ra một phần tử U của họ ¿4 sao cho FC U. Như thế ta lấy ra được 
một họ con đếm được 72 của ¿4 gồm các tập vẫn còn phủ được 4. 
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Vậy với phủ bất kì ¿‡ của 4, tồn tại phủ con đếm được. 


Không gian tôpô được gọi là không gian Lindelöƒ nếu với mọi phủ 
mở bất kì của nó đều tồn tại phủ con đếm được. Như vậy không gian thoả 
tiên đề đếm thứ hai là một không gian Lindelöf. 

1.10 Không gian con. 

1.10.1 Định nghĩa. 

Cho (X,7) là một không gian tôpô và Y là một tập con của X. Ta 
đặt 7 ={GY:Ge7}. Lúc ấy Tạ là một tôpô trên tập Y, Thật vậy, 
ốØ=ØốnY, Y=XnY nên Øố, Ye1. Nếu (G,fAY) „ là một họ các tập 


œ€ 


thuộc % thì U(G,fY)=(UG,)Y cũng thuộc vì UG, €7. 


\xef (œE/ e/ 
Tương tự, giao của hai tập thuộc 7¿ cũng là một tập thuộc %z.. 

Tôpô %¿ được gọi là ôpô cảm sinh lên tập Y bởi tôpô # trong X, 
Không gian tôpô (Y.7y) được gọi là không gian con của không gian 
(X,7). 

Giả sử X là một không gian tôpô, Y là không gian con của X và 


4 là một tập con của Y, Để ý rằng, nếu A là một tập mở (hay đóng) 
trong Y thì chưa chắc A là mở (hay đóng) trong X. Tuy nhiên ta có : 


110.2 Định lí. Cho (X,T) là không gian tôpô và (Y,1y) là không 
gian con của (X.T). Khi ấy : 

4) ACY Tà một tập mở trong không gian con V khi và chỉ khi 
A=†nG với GŒ là một tập mở trong không gian X. 

b) BCY là một tập đóng trong không gian con Y khi và chỉ khi 
B=ffF với F là một tập đóng trong không gian X. 

Chứng minh. a) Mệnh đề này chỉ là sự diễn tả lại định nghĩa của 
tôpô cảm sinh. 

b) Cho ð là tập đóng trọng không gian VY. Lúc đó Y\Be 7y nên 
tồn tại tập mở GỚc 7 sao cho ŸY\8=YngG. Ta có 
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B=FYYŒ$X#8)=Yvững)=Y$xg 
Yn6*°=ryn(xv@), 
trong đó XXNG là một tập đóng trong X. 
Ngược lại nếu 8= Y(1# với F đóng trong X, lúc ấy ta có 
YX8=YYvŒnF)=Y\F=Yn(XvF). 
Vì XY# là tập mở trong X nên Yf1(XXZƑ) là mở trong Y. Vậy B là 
tập đóng trong Y. 
1.10.3 Hệ quả. Cho Y là một không gian con của không gian tôpô 
X và y€ŸY. Khi đó nếu Vy là một lân cận của y trong Y thì tôn tại một 
lân cận V của y trong ÄX sao cho Vy =VẲẪY. 
1.10.4 Hệ quả. Cho X là một không gian tôpô và Y là một không 
gian con của X. Lúc đó 
a) Để mọi tập mở trong Y cũng là tập mở trong X, điều kiện cần 
và đủ là Y mở trong X. 
b) Để mọi tập đóng trong Y cũng là tập đóng trong X, điều kiện 
cần và đủ là Y đóng trong X. 


Nếu trường hợp a) (t.ư., b)) thoả mãn, ta gọi Y là không gian con 
mở (t.ư., không gian con đóng) của không gian X. 


1.10.5 Định lí. Cho Y là không gian con của không gian tôpô X và 
A là một tập con của Y. Kí hiệu A là bao đóng của A trong không Biên 
con V. Khi đó ta có 

Ä=AnY, 
trong đó A là bao đóng của A trong không gian X. 

Chứng mình. Do A là tập đóng trong X nên AnY là tập đóng 
trong ŸY và chứa A. Vậy ÄCÁCY. Mặt khác do 4 đóng trong Ý nên 
tồn tại tập đóng #' trong X sao cho A=FnY. Vì ÄĂCƑ nên AC, 
như thế ÁC F =#. Vậy Ä=FnY 2AnV. Do đó 4= AnY. I 
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1.1. 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


1.5, 


1.6. 


1.7. 


1.8. 


BÀI TẬP 


Cho X là một tập hợp có vô hạn phần tử. Đặt 
Œ ={AC XIA= Ø hoặc X \ A hữu hạn}. 
Chứng minh rằng : 
a) Z là một tôpô trên X, 
b) Nếu A, e7 và Az>Ø, Bz Ø thì AnBz- Ø. 
c) (X, 7) là một không gian khả li. 
Giả sử (X, 7) là một không gian tôpô thoả mãn tiên để đếm được II. 
Chứng minh rằng mỗi cơ sở bất kì Ø của 7 đều có chứa một họ 
con đếm được Z'” đồng thời Z' cũng là cơ sở của 7. 
Cho A,B là hai tập mở trong không gian tôpô X sao cho 
AnB~ Ø. Chứng minh rằng inf A\inf 8 = Ø. 
Cho 4 là một tập trù mật khấp nơi trong không gian tôpô X. Giả 
sử là một tập mở trong X. Chứng minh rằng 
Ù=UnA. 
Cho là một tập mở trong không gian tôpô X và A là một tập con 
của X. Chứng minh rằng 
_UnA=Un^. 
Trên tập R các số thực, ta xét họ các tập con Z4 của tập R xác 
định bởi 
¿4 = |Ía. b) / a,be R}. 
Chứng minh họ này lập thành một cơ sở của tập tôpô 7” trên R. 
Hãy sơ sánh tôpô này với tôpô thông thường trên R. 


Chứng minh rằng tôpô cho bởi một mêtric trên X có tính chất là 
với mọi xe X tồn tại một cơ sở lân cận đếm được. 


Trên R ta xét họ các tập con 
%={UCRI0eU}U{ðØ}. 


Chứng minh rằng #j là một tôpô trên R và (R,7¿)} khả li nhưng 
không có cơ sở đếm được. 
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1.9. Cho 8= (4. b):a, beQÌ}. Chứng minh rằng 8 là một cơ sở của 
tôpô thông thường trên R. 

110Cho Z là tập các số nguyên Kí hiệu Ø7 BÝm, n)= 
{km+n:ke Z}. Chứng mình # là cơ sở của một tôpô trên Z. 


1.11. Cho Y là một không gian con của không gian tôpô X sao cho 
Y =UUYV với U, V là các tập mở khác rỗng trong không gian con 
Y và Ur\V =ðØ. Chứng minh rằng tồn tại một tập mở A, 8 trong 
X saocho Af\B= Ø và U =AnY, V= BnY. 


§ 2. ÁNH XẠ LIÊN TỤC 


Cho (X. 7) và (Y, Z4) là hai không gian tôpô và ƒ là một ánh xạ 
từ X vào Y. Trên hai tập X, Y có trang bị các tôpô nên bây giờ ta có thể 
định nghĩa thế nào là một ánh xạ liên tục. Thực ra các khái niệm này là 
sự tổng quát hoá các khái niệm đã gặp trong giải tích sơ cấp trước đây. 
Với một sự cẩn thận thích đáng, bạn đọc có thể tự mình phát biểu và 
chứng minh các tính chất liên quan đến ánh xa liên tục. 

2.1 Định nghĩa. Ánh xạ ƒ:X->Y được gọi là iiên rực tại điểm 
xạX nếu với mọi lân cận V của ƒ{xạ) đều tồn tại một lân cận Ú của 
xạ sao cho ƒ(U)C V, 

Ánh xạ ƒ được gọi là liên rục trên X nếu như ƒ liên tục tại mọi 
điểm xe X. 

Ta có các mệnh đề tương đương sau đây. 

2.2 Định lí. Cho X, Y là hai không gian tôpô và ƒ:X ->Y là một 
ánh xạ. Các mệnh đề sau đây là tương đương 


4) ƒ liên tục trên ÄX. 
b) với mọi tập đóng FCY thì ƒ~'(F) là tập đóng trong X. 
c) với mọi tập mở GCY thì tập ƒ~`(G) mở trong X. 


đ) ƒ(A)C ƒ(A) với mọi tập AC X. 
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Chứng mình. 
a) = d). Giả sử ye ƒ(4). Lúc đó tồn tại xeA để y= ƒ(x). Gọi 
V là một lân cận bất kì của y. Do ƒ liên tục nên tồn tại một lân cận 
của x để ƒ(U)CV. Vì xe A nên /f1A = Ø. Suy ra 
ƒ(U)nƒ(A)5 ƒ(UnA)z= Ø 
nên Vfnƒ(A)z Ø. Như thế ye ƒ(A). 


đ) © b). Giả sử F đóng trong Y. Đật A= ƒ !(Ƒ). Khi ấy ta có 


ƒ(A)CF, vì thế ƒ(A)C F. Mặt khác, để ý rằng nếu £ là tập con của. X 
ta luôn luôn có EC £~!(ƒ(E)). Do đó lấy E = A, ta được 


Ac/"!(ƒ(A)c/"'(f(A)cƒ-'tr)=aA. 

Vậy A=A= ƒ”!{F) là tập đóng. 

b) => c) hiển nhiên. 

©) = a). Giả sử xạ X và V là một lân cận bất kì của ƒ(x,). Cho 
G là một tập mở trong Y sao cho ƒ(x,)eŒC V. Khi đó ƒˆ'(G) là một 
tập mở trong X chứa xạ nên đặt U = ƒ"'(G) thì nó là một lân cận của 
xo. Ta có 

ƒ£(U)=ƒ(-'(G))CGCV. 

Vậy ƒ liên tục tại xụ. l 

2.3 Định lí. Giá sứ X, Y, Z là ba không gian tôpô, ƒ:XSY là 
ánh xạ liên tục tại xạ X và g:Y ~»Z là ánh xạ liên tục tại yạ e ƒ (%ạ). 
Khi đó ánh xạ hợp h= go ƒ: X  Z liên tục tại xạ e X. 

Chứng mính. Cho W_ là một lân cận của #(xạ)= g(yạ) trong Z. 
Khi đó vì gø liên tục tại yọạ trong Y nên tồn tại lân cận V của yạ để 
g(V)CW. Mặt khác, ƒ liên tục tại xạ nên tồn tại lân cận của x„ để 
ƒ£(U)C V. Như vậy 
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hữ/7)=({gs ƒ)(U)= g(ƒ(U))C g(V)CW. 
Điều này chứng tỏ h= go ƒ là ánh xạ liên tục tại xạ cX. I 

2.4 Phép đồng phôi. 

Cho X, Y là hai không gian tôpô. Giả sử ƒ:X —>Y là một song 
ánh sao cho ƒ và ánh xạ ngược ƒ”! của nó cùng liên tục thì ƒ được gọi 
là một phép đồng phôi (hay phép biến đổi tôpô) từ X lên Y. Hai không 
gian tôpô được gọi là đồng phôi với nhau nếu có một phép đồng phôi từ 
không gian này lên không gian kia. Ta còn gọi hai không gian này là 
tương đương tôpô. Nếu một tính chất nào có đối với không gian tôpô -X 
thì nó cũng có đối với không gian tôpô Y đồng phôi với nó thì tính chất 
ấy được gọi là một bất biến tôpô. Nói một cách nôm na, Xu là môn học 
nghiên cứu về các bất biến tôpô. 


2.5 Nhận xét. 


1. Theo quan điểm tôpô thì hai không gian tôpô đồng phôi với nhau 
được đồng nhất với nhau. 


2. Cho 7 và 7Í là hai tôpô trên cùng tập X. Ta có 7=” khi và 
chỉ khi ánh xạ đồng nhất ¿đ: (X, 7)—>(X, 7”) là phép đồng phôi. 


BÀI TẬP 


2.1. Cho X, Y là hai không gian tôpô, ƒ: X —Y là một ánh xạ. Chứng 
minh rằng ba mệnh đề sau đây là tương đương : 
a) ƒ liên tục. 


b) Với mọi #C X ta có ƒ“!{8)C inf ƒ~'(B). 
c) ƒ”}(B) là một tập mở với mọi #8 thuộc một cơ sở của tôpô 
trong Ÿ, 

2.2. Kí hiệu Z là tôpô thông thường trên R và Z là tôpô xác định bởi 
cơ sở z=lla b), a,b€ RÌ. Xét ánh xạ ƒ:(R, ¿Z4)—›(R, 7) xác 
định bởi công thức 
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2.3. 


2.4. 


2.5. 


Ẳ; nếu x <0, 
£Œœ)= : 
x~+I, nếu x>0. 
Chứng minh ƒ là ánh xạ liên tục. 
Kí hiệu như bài tập 2.2, ta xét ánh xạ g:(R, 7)—>(R, Z1) xác định 
bởi công thức 
x  x<0, 


Số Gà làn 060, 


Chứng minh rằng ánh xạ ø không liên tục. 


Giả sử , ¿4 là hai tôpô được cho trên cùng một tập X và 
¡3: X — X là ánh xạ đồng nhất. Chứng minh rằng ¿đ liên tục khi và 
chỉ khi ¿4C 7. 


Giả sử X là một không gian tôpô, Ƒ;, #; là hai tập con đóng của X 
sao cho X = n2. Chứng minh rằng nếu ƒ: X —›Y là một ánh xạ 


sao cho f[› l» liên tục thì ƒ liên tục trên X. 


§ 3. KHÔNG GIAN TÍCH - KHÔNG GIAN THƯƠNG 


3.1 Xác định tôpô bởi một họ các ánh xạ. 


3.1.1 Định nghĩa. Giả sử X là một tập tuỳ ý, (X,,) _. là một họ các 


không gian tôpô và mỗi œ €7 ta có một ánh xạ ƒ :X —X, từ tập X vào 


tập X.. Nếu trên X ta xét tôpô mạnh nhất (tức là tôpô rời rạc) thì hiến 


nhiên tất cả các ánh xạ ƒ` đều liên tục. Trường hợp này là tầm thường. 
Ta sẽ chứng tỏ rằng trên X sẽ tồn tại một tôpô yếu nhất 4 sao cho tất cả 
các ánh xạ ƒ„ đều liên tục. 


G, 


Kí hiệu %, là tôpô trong X„. Đặt G= (1ƒ, '(G, )C X, trong đó 
j T1 7 ` 


€1 và ñ là một số nguyên dương nào đó. Kí hiệu Z là họ tất cả 
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các tập Œ có dạng như trên. Khi ấy tổn tại một tôpô 7 trên X nhận 
làm cơ sở : Tập AC X là 7 -mở khi và chỉ khi A là hợp của một họ các: 
tập thuộc Z. 


Giả sử > là một tôpô trên X sao cho tất cả các ƒ, đều liên tục. Khi 
ấy nếu GŒ,„ e7, thì ƒ. '(G„) là một tập mở trong X, nghĩa là ƒ'(G)eE. 


Do đó nếu các Ớ, là các tập mở trong các tập X„, (¡—I..... n) thì 


- 


#¿ (G,,) là tập mở trong E nên G6 nghĩa là Z C . 


Như vậy E27 hay Z là tôpô yếu nhất làm cho tất cả các ⁄ liên 
tục. 2 được gọi là zôpô đầu trên X xác định nhờ họ ánh xạ (£ ) 


3.1.2 Định lí. Giả sử Ø7 là tôpô đầu trên X xác định bởi họ ánh 
xạ lỆ  P, .É\.:X X4, Y là một không gian tôpô và ƒ:Y — X là một 
ánh xạ. Khi đó ƒ liên tục khi và chỉ khi với mọi œœl, các ánh xạ 
ƒ,oƒ liên tục. 

Chứng mình. Điều kiện cần là hiển nhiên. Ta chứng minh điều kiện 
đủ. Giả sử U = £`'(G), Ge,. Khi đó 


ƒ'(U)= ƒ"'Í#-'(G)}=(7,s#) '(G) 
là một tập mở trong Y. Do đó nếu V là một tập thuộc cơ sở của 7 thì 
-V= ñ U, tacó 


(=] 


£ !(V)= Ä/1\U,)e+. 
Từ đây suy ra ƒ liên tục. 

Bây giờ cho X là một tập và (X, }„„„ là một họ các không gian 
tôpô. Với mỗi œ€!, ta có ánh xạ g,:X, —> X. Nếu trang bị cho X tôpô 
yếu nhất (tức là tôpô thô) thì tất cả các ánh xạ ø„ đều liên tục. Vấn đề là 
hãy tìm trên X một tôpô mạnh nhất làm cho tất cả các ánh xạ ø„ đều 
liên tục. Đặt £ là họ tất cả các tập con ỚC X sao cho g„'(G) là tập mở 
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trong X\ với mọi œœe1. Khi đó ta kiểm tra được £ là một tôpô trên X. 
Nếu 1ị là một tôpô trên X sao cho ø„ liên,tục và Œ là một n— mở thì 
#a (Œ) mở trong X„ với mọi œe/ nên Ge£ và do đó m<‡, Vậy £ là - 
tôpô mạnh nhất trên X làm cho tất cả các g„ liên tục. 
3.1.3 Định nghĩa. Tôpô £ mô tả ở trên được gọi là tópô cưối trên 
X xác định bởi họ các ánh xạ (g,). 
3.1.4 Định lí. Giả sử € là tôpô cuối xác định trên X bởi họ ánh xạ 
(8. Ti + 
8,:X, >X 
và g:X —>Y là một ánh xạ. Lúc đó ạ liên tục khi và chỉ khi (go g„) liên 
tục với mọi œ € l. 
Chứng minh. Điêu kiện cần là hiển nhiên vì tích các ánh xạ liên tục 
là liên tục. Ngược lại, cho Ớ là một tập mở trong Y, khi ấy ta có 
-] K= n= 
(go) (G)=gs'(g '(G)) 
là mở trong X, với mọi œe/. Do vậy ø"Ì(GŒ) là mở trong X theo định 
nghĩa của tôpô cuối. l 
3.2 Không gian tích. 
3.2.1 Định nghĩa. Cho (X,) _„ là một họ những không gian tôpô. 


Đặt X là tích Descartes của họ các tập hợp (X,.): 


X=]I*X, =Í(.)„«, ¬. X.} 


¡el 


Mướn U X,/xÍo)=x, €X,,}. 


œG] 
Các +x„, œ7 là các thành phần (toạ độ) của phần tử (x„ lông Với mỗi 


œụ €1, ta xét phép chiếu p„ :X —> X,„ cho bởi 


HX.Đ(zx.),—>x„ X 


\œ % `“ 
ằœKE/ 
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Tôpô yếu nhất trên X làm cho tất cả các phép chiếu này liên tục 
(tôpô đầu trên X xác định bởi họ (p,) _,). được gọi là fôpô Tikhonov 
trên Xvà X cùng với tôpô này trở thành một không gian tôpô gọi là 
không gian tích (hay tích Tikhonov) của các không gian tôpô X\. 


oef 


Ta hãy xác định rõ hơn tôpô Tikhonov trên X như sau. Nếu G.„ là 
một tập mở trong X, thì tập hợp 
P& (G„,)=G,,x TL X, 
là tập mở trong X. 
Một tập hợp thuộc vào cơ sở của tôpô tích sẽ có đạng 


V = h SE Ớ kì 
ñ m,, (G.,) 
trong đó Œ„ là tập mở trong X,„. Ta có thể viết lại như sau 


V= ñ(G, x II X,)ì= 6, x( H X¿„} 


tr+o, A201... 0 


Từ Định lí 3.1.2 ta có : 
3.2.2 Hệ quả. Giả sử Ÿ là một không gian tôpô. X = |] X,„ là tích 


ằœ6i 
Tikhonov của các không gian tôpô X\.. œ€1l.- Điều kiện cần và đủ để 
ánh xạ ƒ:Y —>X liên tục là với mọi œ1, các ánh xạ p„o©ƒ:Y — X., 
liên tục. 

3.3 Không gian thương. 

3.3.1 Định nghĩa. Cho X là một không gian tôpô. Giả sử trên X có một 
quan hệ tương đương £. Kí hiệu X = X/& ={ š: † là lớp tương đương} 
và ø là ánh xạ thương, đó là phép chiếu từ X lên X cho bởi công thức 

XĐxg(x)=š={yeX/yK*}. 

Tôpô mạnh nhất trong các tôpô trên X sao cho g liên tục (tôpô 

cuối xác định bởi ánh xạ g) được gọi là fôpô thương trên X: Khi ấy X 


cùng với tôpô này được gọi là không gian tôpô thương của X theo quan 
hệ “. 
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Từ định nghĩa ta có định lí sau đây : 


3.3.2 Định lí. Cho X là không gian tôpô và # là quan hệ tương 
đương trên X. Khi ấy : 

a) Tập hợp VCX là tập mở khi và chỉ khi g '(V)= U § là :ập 
mở trong X. _ 

b) Tập hợp FC X là đóng khi và chỉ khi gˆ!(F) là tập đóng trong X. 

Định lí sau là một hệ quả của Định lí 3. I.4, 


3.3.3 Định lí, Cho X, là hai không gian tôpô, X/K là không 
gian thương theo quan hệ tương đương và ƒ:XIKSY. Khi ấy ƒ 
liên tục khi và chỉ khi ƒcg:X —Y liên tục. 


BÀI TẬP 


3.1. Kí hiệu X là tập số thực với tôpô thông thường và ŸY =(R, ¿⁄) trong 
đó ¿7 là tôpô rời rạc trên X, 


a) Chứng mình rằng tập £ = {(a, b)x{e}:a, b, cc R} là một cơ sở 
của tôpô tích trên Z =XxŸ. 
b) Tìm phần trong và bao đóng các tập sau đây trong Z: 
={x 0)cZ:xe|0, D)). 
B={(0, y)cZ:>ye|0, 0). 
C =[0. I)x|0. I)C Z. 
3.2. Cho X, Y là hai không gian tôpô AC X và 8C Y. Chứng minh rằng : - 
a) inf(Ax B) = Àx 8. 
b) AxB=AxB.` 
3.3. Cho (X,7) là một không gian tôpô, Y là một tập và ƒ là một ánh 
xạ từ X vào Y. Kí hiệu £ là tôpô cuối trên Y xác định bởi ƒ. Với 
ACX takíhiệu A” = ƒ”!(ƒ(A4)). Chứng minh : 
a) Với mọi AC X tacó ƒ(XXAÌ)= £(X)\ƒ(4). 
b) ƒ(A)c€£ © A` e7. 
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§ 4. CÁC TIÊN ĐỀ TÁCH . 


Không gian tôpô theo định nghĩa là một cấu trúc toán học khá đơn 
giản và rất tổng quát nên có thể ứng dụng vào nhiều tình huống khác 
nhau. Tuy nhiên nếu không bổ sung các yêu cầu khác thì nó ít có những 
tính chất thú vị. Chẳng hạn, trong các không gian thô thì ta không thể 
phân biệt các điểm với nhau, còn không gian rời rạc thì mỗi điểm lại thu 
về từng ốc đảo nên chúng không có gì để nghiên cứu thêm. Mục này dành 
để nghiên cứu việc tách các điểm cũng như các tập đóng. 


4.1 Các định nghĩa và tính chất. 

4.1.1 Không gian tôpô (X.)} được gọi là không gian thoả mãn tiên 
đề tách Tị (hay Tị — không gian) nếu với hai điểm khác nhau trong X thì 
sẽ tồn tại một lân cận của điểm này mà không chứa điểm kia. 

4.1.2 Định lí. Không gian tôpô X là một Tị— không gian khi và 
chỉ khi mỗi phần tử xe X, tập hợp {x} là tập đóng. 

Chứng mính. Cho X là một T¡ —~ không gian và xe€X, ta chứng 
minh XXÍ{zx} là tập mở. Thật vậy, nếu yeX\VÍxÌ tức là y=x, khi đó 
tồn tại một lân cận V của y nhưng xếY. Vậy VCX\{zx} hay {x} là 
tập đóng. Ngược lại, do {x} đóng và yzx nên yeX\XÍxÌ là tập mở 
nên phải có một lân cận V của y chứa trong X\{x} nên xếV. Vậy X 
là một 7¡ — không gian. 

4.1.3 Không gian tôpô X được gọi là một 7; — không gian hay là 
không gian Hausdorf nếu với 2 điểm x, yeX, xz y thì sẽ tồn tại các 
lân cận của +, lân cận V của y sao cho í1V = Ø. 

4.1.4 Ví dụ. 

1. Các không gian mêtric đều là các không gian Hausdorff. 

2. Mọi 7; — không gian đều là 7¡— không gian. 

4.1.5 Không gian tôpô X được gọi là một 7 — không gian hay là 
không gian chính quy nếu X là T; — không gian và với mọi xe X và mọi 
tập đóng CX sao cho xế £#Ƒ thì tồn tại các tập mở U 3x và Vò#Ƒ 
sao cho Ứñ\V = Ø. 


112 


4.1.6 Định lí. Cao X là một Tị— không gian. Lúc đó X là Tạ — 
không gian khi và chỉ khi với mọi xe X, với mọi lân cận V của x, tôn 
tại một lân cận U của x sao cho xeU CUCV, 

Chứng mình. 

Điều kiện cần. Cho xeX và V là một lân cận của x. Theo định 
nghĩa, tồn tại tập mở Ở sao cho xeGC V. Như vậy xếG' =Ƒ là tập 
đóng. Theo giả thiết 7; của X, tồn tại các tập mở U, W sao cho xeÙ, 
W 5# và WnU = Ø. Suy ra 


` 


UCW'ˆCF“=GCV. 
Vậy 
UCUCW*CV. 
Điều kiện đủ. Cho xeX và # là tập đóng trong X sao cho xữ £. Khi 
đó V = Ƒ° là một lân cận của x nên tồn tại U mở để xeU CC V. Đặt 
W =U”. tacó U” 2V" hay FCW và xeU, ƯnW =Ố. 

Định lí được chứng minh. l 

4.1.7 Không gian tôpô X được gọi là một 7 — không gian hay là 
không gian chuẩn tắc, nếu nó là một T¡— không gian và với hai tập đóng 
A, B không giao nhau, sẽ tổn tại hai tập mở 2 A,VS2B sao cho 
UnV=ỹ. 

4.1.8 Định lí, Để không gian tôpô X là không gian chuẩn tắc, điều 
kiện cần và đủ là với mọi tập đóng A và mọi tập mở GA đêu tồn tại 
một tập mở U sao cho AC Ù CỨCG. 

Chứng mình. 

Điều kiện cần. Đặt 8= X\XG. Khi ấy 8 là tập đóng và Ar\1B = ỐØ. 


Theo định nghĩa của không gian chuẩn tắc, lúc đó tồn tại 2 tập mở rời 
nhau Ư, V sao cho ÁCU và BCV. Tập hợp XYVV là đóng và chứa U 


(vì ƯnV=Ø) nên ƯCXXV=X\VCX\VB=G. Vậy điều kiện cần 
được chứng minh. 


Điều kiện đủ. Cho A,8 là hai tập đóng trong X thoả mãn 
AnB=ð. Lúc đó tập hợp G=X\ð là mở và ÁCG. Theo giả thiết, 
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tồn tại một tập mở /C X sao cho ACU CỨCG. Đặt V=X\U. Lúc 
đó V là tập mở và Vr3U = Ø, hơn nữa 8=X\GCX\V=V.E 

4.1.9 Định lí. Cho X là một không gian tôpô chính quy. Giả sử 
X thoả mãn tiên đề đếm được thứ hai. Lúc đó X là một không gian 
chuẩn tắc. 

Chứng mình. Gọi Ø là một cơ sở đếm được trong X. Cho A, 8 là 
hai tập đóng trong X và Af\B= Ø. Như vậy X\Ö là một tập mở chứa 
A nên nó là lân cận của mọi điểm thuộc A. Với mỗi điểm xe A, theo 
Định lí 4.1.6 và định nghĩa của cơ sở tôpô ZØ, tồn tại tập hợp V(x)e 
sao cho 

xeV(x)CV(x)CX$B., 
Cho x chạy khắp tập A thì do họ ZØ đếm được nên có một số hữu hạn 
hoặc đếm được các tập V(x„)= V„, ñeïCN sao cho 


AC UV,,V„eØ và V„C X\X8. 


nà 
necĩ 


lí luận tương tự đối với tập Ö, ta cũng có 


8C UW„,W„e?Ø và W„eX\XA,JCN. 


„” 
mẹJ 
Đặt 
F.=V, 0=W,XPL, 


P, =Ÿ, *ớ,, Q; = M; \ỨP UP›) 


Jƒ vÉ== 
Ÿ, =t,\(U Ø,), Ø, =W,„\(U P¡), 
¿=l 


¿=l 


% x 
và P=U“,,Ø9=UÓ,, 
"ẹgĩ neJ 
Do các tập ?„ và Ở, là những tập mở nên ? và @ cũng là những tập mỡ. 
Với mọi m, n ta có P,fñ1Ợ„ = Ø. Thật vậy, nếu  <m, thì 
Ớ„ =W„\(Ủ PC W„\PsCW„ XP, 


¿=l 
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nên P,f10„ = Øð. Nếu œ>m thì 
-] — 
Ø=V,N(U Ø)CV,XỚy CV„\Ó, 
/=l 


nên P.Q„ = Ø. Suy ra RnQ= ðØ. 
Ta chứng minh AC P. Thật vậy, nếu xe thì tồn tại nạ €/ sao 
cho xeV,. Ngoài ra x#W, do W„CX\XA nên x#Q,với mọi œ1. 


n—1—- 
Như vậy xeV, \X UØ, =, dẫn đến xeLJ#, =P. Do đó AC P. Chứng 
t=l] ủ " 


minh tương tự ta có 8C. Theo định nghĩa thì X là một không gian 
chuẩn tác. 


4.2 Sự tồn tại các hàm liên tục. 

4.2.1 Định lí. (Bổ đề Uryshon) Giả sử X là một không gian tôpô 
chuẩn tắc, A và B là hai tập con đóng của X sao cho AnB= ð. Khi 
đó tồn tại một hàm SỐ liên tục ƒ: * —R sao cho 


a) ƒŒz)e]0, 1|, với mọi xeX. 

b) Ƒ(x)=0 khi xe A. 

€) ƒ(x)=1 khi xe B. 

Chứng mình. 

Bước 1. Ta hãy xây đựng hàm số thoả mãn a) — c). 

Kí hiệu r là các số hữu tỉ nhị phân trong khoảng (0, 1}, tức là các 
số có dạng r= - k=I,2,.., 2”ˆ—I1, với n=l, 2,... 

Với n=l, theo Định lí 4.1.8 tồn tại một tập mở kí hiệu A;,; sao 
cho ÁC A,¿ CAjạCXXB=G, trong đó G là một tập mở chứa A. 

Giả sử khi m= p ta xây dựng được một dãy tập mở A, có tính chất ' 


nếu r<s 


!, 
vn s=5] thì 
Và VÁU 


ACA.CA,CA,CA,CG. 
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Khi n=p+l, ta xét các số dạng r=———. Với các số # chấn, 
2prl 
(<k<2?*'~I, thì các tập A, đã được xây dựng ở bước thứ p. Nếu È 
lẻ, lúc đó 
k—I k k +] 
<=——<—... 
2p+ì 2p+I 2p+ì 


Cũng theo Định lí.4.1.8, tồn tại các tập mở A „ Sao cho 
.am' 


với & là số lẻ và l<k<2?*!—1, 


Bây giờ ta đặt một hàm số ƒ(x) xác định trên không gian X theo 
công thức sau : 


s Nếu xef14, thì ƒ(x)=0. 

s Nếu xế(\A, thì ƒ(+)= sup{r:x # A,}. 

Theo định nghĩa của ƒ(x), ta thấy ngay là 0< ƒ(x)<I, với mọi 
xe#. Mật khác, AC A, với mọi r nên ACƒ\1A,. Do đó nếu xeA thì 
@G)=0. 

Nếu xe tức là xế XY\B nên xế A, với mọi r. Như vậy 

ƒG)=sp|r = C, neN, I<k<2'~I|=1, 

Bước 2. Ta chứng minh ƒ liên tục tại mọi điểm xạ e X. 

Nếu xạef\4, thì ƒ(xạ)=0. Với e>0 cho trước, ta chọn r„ đủ 


nhỏ sao cho 0<7a<e. Đặt U = 4, là một lân cận của xạ. Khi đó với 


mọi yeÙ ta có ƒ(y)<. Thật vậy, nếu r> tạ thì yeA,, y chỉ có thể 
không thuộc 4, với r < „. Như vậy 


l/0)—-#(4)|=|#G)—0|= ƒ0)<»<e 
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Nếu x#ƒ14,, khi đó 0< ƒ(x)=c. Giả sử e<l. Với e>0 cho 
trước (c <1) ta chọn các số hữu tỉ nhị phân z và s sao cho 
c==<r<c<s<c+ÊŠ 
2 5Ã 


Do c=sup{: xạ ế A,}, nên xụ ý Ä, và xạ c A, nghĩa là xụ 6 Á,\ Â, =. 
Khi đó Ứ là một lân cận mở của xạ. Với mọi y€A.\A,, theo định 
nghĩa của ƒ(y), ta có r< ƒ(y)<s. Lúc ấy 


[#()~/(x)}=l#G)-c|<e 
Bây giờ xét trường hợp ƒ(xạ)=lI. Lúc đó xg# 4, với mọi 
re(0, 1). Lấy r sao cho lI—~e<r<Ì], ta có Xạ€XX4,=U là một lân 
cận mở của x„. Nếu yeU thì yế, nên ƒ(y)>r. Thành thử 
I—c<r< ƒ(y)<1 và suy ra được 


I#Gœ)-7()|=1-#0)<« 
Như vậy trong cả 3 trường hợp ta đều có ƒ liên tục tại xạ. 

4.2.2 Hệ quả. Giả sử X là một không gian chuẩn tắc. Khi đó họ 
CÁ) các hàm số liên tục trên X tách các điểm của X, nghĩa là với 
mọi xị, x; 6X, xi=x; thì tổn tại một hàm số ƒeC(X) sao cho 
#6) = ƒ(). 

Chứng mình. Vì X là Tị— không gian nên tập một điểm là tập 
đóng. Áp dụng Định lí 4.2.1, ta thấy tồn tại một hàm số liên tục trên X 
sao cho ƒ(+¡)=0, ƒ(x;)=1.. 

4.2.3 Định lí. (Định lí Tietze-Uryshon) Cho X: là một không gian 
chuẩn tắc và M là một tập đóng chứa trong X. Giả sử ƒ:M —Ñ là một 


hàm số thực liên tực sao cho sup| Hồ (x)| <+œ. Lúc đó tổn tại một hàm số 
«eM 


thực liên tục F. trên X thoả mãn FÌu =ƒ và 
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sup|F (+)|= sup|/ƒ (+). 
xeX xeM 


Chứng mình. Đặt c—sup|ƒf(x)|. Nếu c=0 thì ta chỉ cần lấy 

xeM 
FÍx)=0 với mọi xeX là xong. Nếu c>0, ta kí hiệu các tập hợp 
A=[xeM:7(s)<~°Ì và s=|teM:7)>3Ì. Ta có AnB=ð. 


Mặt khác do ƒ Hiên tục trên ÄM nên A và Ö là hai tập đóng trong Mƒ và 
chúng cũng đóng trong X vì Mƒ là một không gian con đóng của X. 
Theo bổ đề Uryshon, tồn tại một hàm số #: X — |0; 1] sao cho (>x)=0 


với mọi xe A và h(xy)=1 khi xe.B. Đặt ,)=3e|nx)=2] Khi đó 


1) |h G|='‹ 


h(x)~2|<e VxeX. 
2|: 2 : 


2) VxeM, |/&)~ñ(x|<Š« (Bằng cách xét các trường hợp 
xeA,xeð và xeM\(AUB), ta sẽ nhận được đánh giá này). 
Bây giờ thay cho ƒ(+x) và c, ta xét hàm số ƒ(x)-- h(x) và số no 


ta nhận được hàm số #; (x) liên tục trên X và thoả mãn 


|h; &)|<z|Š‹|. với mọi xe X,và 


2ý 
#&~n()~w,5)<|ŸÌ c, với mọi xe MM. 


Bằng quy nạp, ta thu được một dãy hàm số (ñ„(z)) xác định liên 


tục trên X thoả mãn các điều kiện 


a) HH c với mọi xe X. 


b) ¬H c, với mọi xe. 


ƒŒ)—Š)h,(x) 
¿=t 


I1§ 


ˆ 


Từ điều kiện a) ta suy ra chuỗi hàm 3` &„(x) hội tụ đều trên X đến 
n=l 3 


hàm số F(x)= 3 #„(x), Vì các hàm #„ (z) liên tục trên X nên F(z) là 


n„=] 


hàm liên tục trên X. Cho éT—> œo trong điều kiện b), ta có 


/69~È 2,9 
n=l 


<0, 


hay ƒ(x)= F(+) với mọi xe M. Như thế F|„ = ý. Hơn nữa, 
sup|F(x)| > sup|E (x)Ì= sup|ƒ (x). 
tcX ~xeM xeM 

Mặt khác, với mọi xe X ta có 


so n¡=] 
|F(I< >|ø„©) => R =c 


n=] „=l 


nên sup|F(+)|< c = sup|ƒ (+)|. Như vậy 
x+eX xeM 


sup|# (+)|= sup]|ƒ (x)| 


xeX xeMt 
và định lí được chứng minh. R 
4.2.4 Hệ quả. Cho ƒ là một hàm số thực liên tục trên tập đóng 
M trong không gian chuẩn tắc X. Khi ấy tôn tại một hàm số thực liên rực 
F trên X sao cho Flu =ƒ. 


BÀI TẬP 


4.1. Cho X là một không gian tôpô. Kí hiệu A{(x, x):xe x} là tập con 
của XxX, Chứng minh rằng X là một 7; — không gian khi và chỉ 
khi A là một tập đóng trong không gian tích X xX. 

4.2. Hãy tìm một ví dụ về một không gian tôpô thoả tiên để 7; nhưng 
không thoả 7. 
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4.3. Cho X là một 7;— không gian và Y là một không gian con của X. 
Chứng minh Y cũng là 7; — không gian. 

4.4. Cho (X,7) là một không gian tôpô và €CXxX là một quan hệ 
tương đương trong X. Chứng minh : 
a) Nếu không gian thương X/# là 7;— không gian thì £ là tập 
đóng trong không gian tích Xx X. 
b) Nếu #Z đóng trong XxX và gø(4) là mở trong X/# với mọi 
Ae7Z thì X/& là 7; - không gian. (g: X  X/Z#' là ánh xạ chiếu). 


§ 5. KHÔNG GIAN COMPACT 


Š.1 Định nghĩa và các tính chất cơ bản. 


3.1.1 Định nghĩa. Tập K CX của không gian tôpô X được gọi là 
một tập compact nếu mỗi phủ mở của nó đều có chứa một phủ con hữu 
hạn. Nói cách khác, giả sử (G,,) _. là họ các tập mở thoả mãn K C LJ G„ 


ael 
thì tổn tại các G„, G,.....Œ_ sao cho KC Ũ G,. Không gian tôpô X 
1 3 “ ấI Là 
được gọi là compact nếu bản thân tập hợp X là compact. 


3.1.2 Ví dụ. Từ định nghĩa ta có ngay là các tập hợp gồm một số 
hữu hạn điểm trong không gian tôpô tuỳ ý là tập compact. Hợp một số 
hữu hạn tập compact là tập compact. 


3.1.3 Định lí. Giả sử X là không gian compact. Khi ấy mọi tập con 
đóng của X đều là tập compact. 


Chứng mình. Cho A là tập con đóng của X. Giả sử (G, ),„„ là một 
phủ mở của A. Khi ấy (G,) _,U{(XXA)} là một phủ mở của X. Do X 


compact nên tồn tại phủ con hữu hạn G,...... sao cho 


œ, 


Ll 
X=Œ$*A)U(UG, ) 
£=L ˆ 
Lúc ấy AC ỦG, nên A là tập compact. š 
(=] ` 
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Điều ngược lại của định lí chỉ đúng nếu như X là một 7; — không 
gian. 
5.1.4 Định lí. Nếu X là một Tị— không gian thì mọi tập con 
compact của X đều là tập đóng. 
` Chứng mình. Cho K là tập compact chứa trong X. Ta chứng minh 
XYK là tập mở. Lấy yeX\K. Với mọi xeK đều tồn tại các lân cận 
mở V(x) của x và lân cận V (y) của y sao cho V(z)r\V,(y)= Ø. Họ 


¿+={V(x)}„„ là một phủ mở của K nên tồn tại phủ con hữu hạn : 


KcÚV(x,)=V. 


¿=] 
H 
Đặt U = ƒ1V, (y) thì V là một lân cận mở của điểm y. Hơn nữa 
=1 


KnUC(ỦV(,)n(0V, @w)C 
¡ ¡=l 


;=]l 


" 


(VŒ,)nV, @w))= Ø. 
1 


Như thế U C XNK nên X\K mở tức là K đóng. R 

"Từ việc chứng minh định lí trên ta suy ra : 

5.1.5 Hệ quả. Nếu X là một T;— không gian, K là tập con 
compact của X và xÉK thì tấn tại tập mở Ö Ð x, tập mở VKÐ sao 
cho UñV = Ø. 

S.1.6 Định lí. Cho X là một T; — không gian và A, B là hai tập 
compact của X và An.B= ð. Lúc đó tồn tại hai tập mở U,V trongX 
sao cho ACU, BCV và UnV =ố. 

Chứng mình. Với mỗi xe A tôn tại các tập mở , và V„ sao cho 
xeU,,BCV, và U,ñnV,=ðØ. Họ (U,) „ là một phủ mở của tập 
compact Á nên tồn tại phủ con hữu hạn AC Ũ U,. Đặt 


;=l 
U=ÚU,.V=ÑW,. 
¿=[l k ¿=[L 


Lúc đó /í1V = Ø và UA,V58.I 


121 


$,1.7 Hệ quả. Giả sử X là một T; T— không gian và đông thời X 
còn là compact. Lúc đó X là một T,— không gian (tức là không gian 
chuẩn tắc). 

Chứng mình. Giả sử A, B là hai tập đóng của T; — không gian 
compact X và A18 = Ø. Khi đó A, ở là hai tập compact trong X. Theo 
Định lí 5.1.6, tồn tại các tập mở , W trong X sao cho AC, BCV và 
UnV=Ø. Vậy X là không gian chuẩn tác. 

5.1.8 Định nghĩa. Họ Z =(Ƒ,) ,C/(X) gọi là một họ có tâm 
nếu + Ø và giao hữu hạn bất kì các phần tử của đều khác rỗng, 


nghĩa là với bất kì tập hữu hạn {œ¡.....œ„} C7 ta đều có l) F số. 
Kê 


5.1.9 Định lí. Điều kiện cần và đủ để không gian tôpô X compact 
là mọi họ có tâm các tập đóng của X đều có giao khác rỗng. 

Chúng mình. 

Điều kiện cần. Giả sử X compact và là một họ có tâm các tập 
đóng. Nếu ƒ\ F=Ø thì X\ F=X. Suyra U (XXF)=X nghĩa là 


teEF teF teF 


(XX#)z¿- là một phủ mở của X nên tổn tại hữu hạn các #„..... f_ sao 
cho X= Ủ(XXE, )=X\ ñE,. Vậy Ñ F, =ð. Điều này mâu thuẫn 
£=l ' —NG £=L 
với định nghĩa họ có tâm. ˆ 
Điều kiện đủ. Giả sử (G,) 
X=UG, nên 


àeJ 


„¡ lề một phủ mở của X. Khi ấy 


n(Xv60,)=XY(tUG,)= Ø. 


«xe ằœ€† 


Theo giả thiết ta suy ra họ (XXGŒ,)_.. không phải là họ có tâm. Vậy tồn 


tại hữu hạn œ.... œ„e€/ để (\(XXG, )=Ø. Như thế X= ỦG,., nên 
UG, 


¿zl 


X⁄ là compact. R 
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5.1.10 Định lí. Cho X, Y là hai không gian tôpô và ƒ là một ánh 
xạ liên tục từ X vào Y. Nếu KCX là một tập hợp compacL thì 
ƒ(K)CY cũng là một tập compact. 

Chứng mình. Giả sử (G,,) „„ là một phủ mở của ƒ(K): F(K)C U G,. 


œel 


Lúc đó KCƒ '{(K))C Uƒ '{G,). Vì ƒ Hiên tục và G, mở nên 
œ6! 


ƒ7'(G.,) mở. Vậy '(G,)) là một phủ mở của K nên tồn tại phủ 
con hữu hạn : 
KcỦ/ (6, ). 
j=] : - 
Lúc đó 
ƒŒ)C/7(U/74,)=Ú/(7”(6,))cUG,„ 
Vậy ƒ(K) là tập compact trong Y, R 
5.1.11 Định lí, (Định lí Tikhonov) Để ích X = [| X,. của họ các 


aei 
không gian tôpô (XU, DIỆY là compact, điều kiện cần và đủ là mọi œœ€ Í, 
X, là các không gian compact. 

Chứng mình. 

1. Điều kiện cần. Với mọi œ7, các phép chiếu p„: [] X„ — X, là 


«œe! 


một toàn ánh liên tục. Do đó nếu X= []X, compact thì X_ phải là 


te? 


không gian compact. 

2. Điều kiện đủ. Giả sử với mọi œ€/, X,. là không gian compact. 
Cho # là một họ có tâm các tập đóng trong X. Ta chứng minh rằng Ƒ 
có giao khác rồng. Thật vậy, dùng bổ đề Zorn, ta có thể gọi #q là họ có 
tâm tối đại gồm các tập con của X sao cho # 27. Vì 


nñ^A=nAa2n4a 


AeF AeE AeF, 
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nên để chứng minh họ “ có giao khác rỗng, ta chỉ cần chứng minh rằng 


ñì A=Ø. Do tính tối đại của lạ, ta có 
Ae, 


a) Nếu A,.... A„ c7 thì ñA.eñ. 
/=l 
b) Nếu A¿CX và 4¿f1Az Ø với mọi A€7§ thì Áo €7. 


Vì 7q là một họ có tâm riên với mỗi œe¿, họ (p, (4)),.. cũng là 


một họ có tâm các tập con của X,„. Vì X, compact nên ƒ\ p„(A) = ố 


Ae: 


với mọi œ7, Trong mỗi tập í1 ø„(A) ta chọn một phần tử x,„. Ta sẽ 
h AeT, 


chứng minh x=(x„)e A4 với mỗi Ae7. Nếu V là một lân cận tuỳ ý 
của x, theo định nghĩa không gian tích, tồn tại các lân cận W/,.... W„ của 


các điểm x,.... x 
1 


ö c 


trong các không gian Xv.... X 


sự 


sao cho 


f1py'(M)CV. Vì x„ e ñ p, (4) nên W,np, (A)z Ø với mọi Aei, 


¿=I Aet; 


và ¡=l.... m. Theo tính chất b) của 7ÿ, ta có p„ (W/)€fạ, i=l,.... m. 
Theo a) ta có ñp;'(W;)e1;. Như vậy với mọi. Aeï; thì VĨA=Ø. 
¿=l r 


Như thế xe A với mọi A€7ạ hay í\ 4Ø. Theo Định lí 5.1.9, ta kết 


Ach, 
thúc chứng minh. 


Ta nhắc lại rằng trong không gian Euclide R” (với tôpô thông 
thường, mỗi tập A C R” là compact khi và chỉ khi A đóng và bị chặn. Ta 
cũng có các mệnh đề sau : 


5.1.12 Định lí, 7) Để một tập con A trong R” là compact, điêu 
kiện cần và đủ là mọi dấy bất kì trong A đều tôn tại một đấy con của nó 
hội tụ về một điểm trong tập A. 

2) Đối với mỗi tập đóng trong R”", các khái niệm comipact, bị chặn 
và hoàn toàn bị chặn là tương đương. 
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5.2 Không gian compact địa phương. 


5.2.1 Định nghĩa. Không gian tôpô X được gọi là compact địa 
phương nếu mọi xe X đều tồn tại một lân cận đóng và compact. 


5.2.2 Định lí. a) Không gian con đóng của một không gian compact 
địa phương là một không gian compact địa phương. 


b) Không gian con mở của một không gian Hausdorfƒ compact địa 
phương là compact địa phương. 


Chứng mình. a) Giả sử X là không gian compact địa phương và #Ƒ 
là một không gian con đóng của X. Với xe#Ƒ tồn tại một lân cận U của 


x sao cho 1 là compact trong X. Lúc đó FnU Tà một lân cận đóng của 
x trong # (và trong U) nên Un\Ƒ là tập compact và như thế # là 
compact địa phương 

b) Tiếp theo, giả sử 4 là một tập mở trong T; không gian X. Theo 
định nghĩa, với mọi xe tồn tại lân cận =U compact sao cho 
xeÙCUCM. Như vậy U là một không gian chuẩn tắc, do đó phải tồn 
tại một lân cận mở V của x sao cho xeVCVCỦCM. Ta có V là lân 
cận phải tìm. l 

5.3 Compact hoá. 

5.3.1 Định nghĩa. Cho X là một không gian tôpô không compact và 
cho cập (Y,œ) trong đó Y là một không gian compact, @: X — @(X)C Y 
là một phép đồng phôi sao cho @(X) = Y. Khi đó ta gọi cặp (Y,œ) là một 
compact hoá của không gian tôpô X. 

Bây giờ giả sử (X,7) là một không gian compact địa phương nhưng 
không compact. Kí hiệu co là một điểm không thuộc X. Đặt 
X„ =XUÍoe}. Ta xác định 7 C Z2(X...) gồm tất cả các phân tử của Z 
và những tập con GC X,. có chứa œ sao cho G—=UU{eo}, Ue4 và 
XXỪ là tập compact của X. Kí hiệu ¡: X — X_ là phép nhúng đồng nhất. 

5.3.2 Định lí. (Alexandrov) Với các kí hiệu trình bày Ở trên ta có 
(X... ¡) là một compact hoá của X. 
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Chứng minh. Trước hết ta chứng minh X_ là tập compact. Giả sử 
(G,)„„, là một phủ mở của X„ và coeG, với œ 7. Theo định nghĩa, 
X$NG,,=X..\G,.. Để ý rằng, họ (G, ) „, 
G,... œ„ €7 để Ớ,..... Œ, phủ XXG,,. Vậy G.,...GŒ, phủ X.. 


cũng phủ X\G,, nên tổn tại 


Ta kiểm tra (X,7) là không gian con của X... Điều này hiển nhiên 
vì với mọi ỚŒ€Z ta có G=X „ñŒ. Hơn nữa, ¿:X->X_ rõ ràng là 
phép đồng phôi từ X lên ¡(X)=XCX.. Ta còn chứng minh X = X... 
Thật vậy, một lân cận của oœo trong X_ có dạng {oo}UU trong đó 
U z ð do XU compact, Định lí được chứng minh. 


Ta gọi compact hoá vừa xây dựng ở trên là compact hoá một điểm 
hay compact hoá Alexandrov. 

5.3.3 Định lí. Cho X là một không gian compact địa phương và 
đồng thời là Ty — không gian. Khi đó với mọi tập compact KCX và 
mọi tập mở U SK_ đều tôn tại hàm ƒ:X SR liên tục, thoả các điều 
kiện sau : 


4) ƒ(x)e|0, 1Ì với mọi xe X. 

b) ƒ(x)=1 khi xeK. 

c) ƒ(x)=0 khi xéU. 

Chứng mình. Kí hiệu X„ là compact hoá Alexandrov của X. Do K 
compact trong X nên nó cũng là tập compact trong X.. Vậy K là tập 


đóng. Mặt khác Ứ là mở trong X nên theo định nghĩa nó cũng mở trong 
X.. thành thử X_ \Ũ là đóng trong X„. Ta có Kn(X., \U) = ð. Do 


X_ là không gian chuẩn tắc nên tồn tại ƒ”:X.. — R liên tục, sao cho 
a) ƒ (z) |0, 1]. 
b) ƒ°Œz)=1 khi Xe. 
€) ƒ(x)=0khixeX. VŨ. 


Đặt ƒ = ƒ”|„ là hàm liên tục phải tìm. 
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5.3.4 Hệ quả. Cho X là một Tạ— không gian và compact địa 


phương. Với mọi tập đóng FC X và mọi xạ ý F` đêu tôn tại hàm liên tục 


ƒ xác định trên X sao cho 


3.1. 


5.2. 


5.3. 


5.4. 


4) ƒ(x)el0, 1]. 
b} ƒ(xạ)=1. 
©) ƒŒ)={0). 


BÀI TẬP 


Cho (C,), là một dãy các tập con compact khác rỗng của không 
gian tôpô X sao cho Œj¡CCj,¿=1,2,.. Chứng mính rằng 
n€ z Ø. 


ieN 
Cho 7 và 7 là hai tôpô Hausdorff trên X sao cho 7'CZ và 
(X,) là không gian compact. Chứng minh Z =7? 

Cho X là một 7;— không gian và compact. Giả sử ƒ:X—›X là 
một ánh xạ liên tục. Chứng minh rằng tổn tại AC X sao cho 
£(A)=A. 

Cho ƒ:X —>Y là một toàn ánh. 

a) Giả sử X là 7; — không gian và compact, Y là không gian tôpô 
và ƒ liên tục. Chứng minh Y cũng là 7; — không gian. 

b) Giả sử cả X và Y là hai không gian compact. Chứng minh rằng 
ƒ liên tục khi và chỉ khi Gr(ƒ)= {(x,ƒ(+)):xe X} là một tập 
đóng trong không gian tích X xỸ. 
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§ 6. KHÔNG GIAN LIÊN THÔNG 


6.1 Định nghĩa. Không gian tôpô X được gọi là /iên thông nếu 
trong X chỉ có hai tập ố và X là đồng thời vừa mở và vừa đóng. 

Nói cách khác, X là một không gian liên thông nếu không tồn tại 
hai tập mở khác rỗng A, Ø sao cho Af1B= Ø và X=AUB. 

Tập YCX được gọi là tập liên thông nếu Y, xem như là không 
gian con của X, là không gian liên thông. 

6.2 Các định lí. 

6.2.1 Định lí. Nếu A !à tập liên thông trong không gian tôpô X thì 
mọi tập B thoả mãn AC BC Ä đều liên thông. 

Chứng minh. Giả sử B không liên thông, khi đó có hai tập mở khác 
rỗng trong sao cho UUV=B và UnV=Ø. Vì A trù mật trong 8 
nên ƯỨñ1A, VfA là các tập khác rỗng và mở trong không gian con A, đồng 
thời (/nA)n(VnA)=(UnV)nA= Ø, hơn nữa (/ñnA)U(VnA)= A. 
Điều này mâu thuẫn với A là tập liên thông. l 

6.2.2 Định lí. Giả sử (A,, )„., là một họ những tập liên thông trong 
không gian tôpô X sao cho (\A,s=Ð. Khi đó A= LJ A, là tập liên 

ằœe€/ aeƒ 


thông trong X. 


Chứng mình. Giả sử A= BUC, B,C khác rỗng và mở trong Á, 
BC =ð. Lấy aef\A,,aeA=BỤC nên acð chẳng hạn, do đó 


œ€f 


aeBnA, với mọi œeï. Mặt khác có aạ e/ để Cf1A,,= Ø. Như thế ta 
có hai tập khác rỗng và mở trong A,„ là BA, và CA. hơn nữa 
(BnA,,)n(CnA,,)=ðØ và A,,=(BOA,)U(CnA,,). Điều này mâu 
thuẫn với giả thiết A, liên thông. Vậy tập A phải là tập liên thông. l 
6.2.3 Định lí. Cho A,,..., A„, là các tập liên thông trong không gian 
tôpô X sao cho A,OA..,z Ế với ¡=I, 2,.....n—1. Khi đó Ù A, cũng là 


;=] 


một tập liên thông trong X. 
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Chứng mình. Ta chứng minh bằng quy nạp. Với øñ=l là hiển 

nhiên. Giả sử định lí đúng với na=k. Cho ÁI,.... 4,, A,,, liên thông và 
& 

A,OA,¡¿z=Õ, ¡=1...k Lúc đó A= A4, liên thông theo giả thiết 


;=I 


kˆ+l1 
quy nạp, hơn nữa ð = A,ñ1A,,,. Vậy theo Định lí 6.2.2, AU4,,¡;= Ú A, 
r=[ 


liên thông. R 
6.2.4 Định nghĩa. Cho X là không gian tôpô, xe X. Kí hiệu C(z) 
là hợp tất cả các tập liên thông A sao cho xe A và ta gọi CÍx) là thành 


phần liên thông của x trong X. Nếu C(x)={x} với mọi xeX thì X 
được gọi là không gian hoàn roàn bất liên thông. 


Từ định nghĩa ta có : 

6.2.5 Định lí. Cho X là một không gian tôpô. Khi đó : 

1) Thành phần liên thông C(x) là tập liên thông lớn nhất trong X 
có chứa x. 

2) Với x, ve X tạ có một trong hai trường hợp C(x)= C(y) hoặc 
C(x)nC(y) =. 

3) Với mọi xe X ta có C(x) là một tập đóng. 

Chứng mình. 1) là hiển nhiên từ định nghĩa. 

2) Nếu zeC(+)nC(y) thì C(x)=CŒ) =C(y). 

3) Ta có C(+) cũng là tập liên thông chứa x nên C(x)= C(+). 

6.2.6 Định lí. Giả sử ƒ là một ánh xạ liên tục từ X vào Y và A là 
một tập liên thông trong X. Khi đó ƒ(A) là tập liên thông trong VY, 

Chứng mình. Giả sử ƒ(A) không liên thông, như vậy ƒ(A)— MU, 
với A, N là các tập mở khác rỗng trong ƒ(A). Äf1W = Ø. Khi đó ta có 
£'(M)DA, /ƒƑ}(N)DA là các tập mở khác rỗng, không giao nhau 
trong A4 và A=Íƒ !(M)nA)U(ƒ-!(N)ìn4). Như vậy A không liên 
thông nên trái với giả thiết. Do đó ƒ(A) phải là liên thông. R 

Định lí sau đây nên lên đặc trưng của tập liên thông trong R. 


9- HSBST : 129 


6.2.7 Định lí. Táp con ECR là liên thông khi và chỉ khi E thoả 
mãn tính chất : Với mọi x. ve E nếu A<z< \ thì :€ E. 
Chứng mình, Giả sử tồn tại x, veE và có z thoả mãn v<z<yv 
nhưng z ý E. Ta đặt 
A=f{aeE:a<zÌ=En(—œ. z) 
B=t3eE::<3}=En(z, +œ) 
Khi đó ta có A. 8 là các tập mở trong £. khác rỗng vì chúng lần 


lượt có chứa +x, y tương ứng. Hơn nữa AUð=£. hoá ra E không liên 
thông. 


Ngược lại, giả sử E không liên thông. Theo định nghĩa và tính chất 
của không gian con, tồn tại các tập mở khác rỗng A, Ø8 trong R. 
AOAB>=Ø, (AnEF)U(BnE)=E. Chọn xeAnE, veBnE, giả sử 
x<y. Đặt ˆ : 

S=AO[x, yị và :=supS, 

ta chứng minh z ø £. 

Trước hết vì ye Ö mở nên z< y. Thật vậy, nếu v > v thì z = y. sẽ có 
dãy (x„) trong A, x„ — y nên Aí18  Ø vì có chứa các x„. Mâu thuẫn ! 

Tiếp theo, ta thấy vì A mở và z là cận trên của § nên zØ# A và 
w<z. Nếu z€Ø thì cũng do 8 mở nên có một khoảng mở Íc. đ) sao 
cho z e(c. đìC B. Theo định nghĩa cúa supremum, có œc Af{[v, vị để 
c<«a<z<d. Điều này mâu thuẫn với AA8=ð. Vậy :£B do đó 
zxợE.I 

6.2.8 Hệ quả. Táp E trong R là liên thông khi và chỉ khi E là một 
khoảng (tức là một trong các tập có dạng san : (—%, b), (—Ẳœ, bì, 
(ø, +oe), |4, +). (—oo, +oo), [4 b). |a, b], (4 b, (œ, b) với mọi 
a, beR. 

6.3 Liên thông cung. 

6.3.1 Định nghĩa. Không gian tôpô X được gọi là liên thông cung 
nếu với mọi œ, bœX, tồn tại một ánh xạ liên tục ƒ:|0. l]—› X sao cho 


ƒ(0)=a, ƒ(=b. 


Ánh xạ ƒ được gọi là cung nối điểm đâu a, điểm cuối ở. 
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6.3.2 Định lí. Nếu không gian tôpô X liên thông củng thì nó liên 
thông. 


Chứng mình. Lấy ae X là một điểm cố định. Với mọi ve X tồn tại 
một ánh xạ liên tục /, :|0, IÌ—>X sao cho /((z)=0, /@(1)=xv. Ta có 


A.=f((0.I là tập liên thông. Ta có X=UA, và ngoài ra 
tcX 


œ6 (\ A, z Ø nên X là không gian liên thông theo Định lí 6.2.2. B 
\kx 


BÀI TẬP 


6.1. Gia sử A. 8 là hai tập liên thông trong không gian tôpô ÄX sao cho 
AfBz ð. Chứng mình rằng AU!Ø cũng là tập liên thông. 

6.2. Cho X là một không gian tôpô liên thông và / là một hàm số liên 
tục từ X vào R. Giá sử œ¿.b€eƒ(X). a<b. Chứng mình rằng với 
mọi cc(øœ, ð) tồn tại veX để ƒÍv) =c. ' 

6.3. Chứng minh rằng không gian tôpô X không liên thông nếu và chỉ 
nếu tốn tại một toàn ánh liên tục ƒ: X >Ý trong đó Y là không 
gian rời rạc có đúng hai phần từ. 

6.4. Cho (X. Jin là một họ các không gian liên thông. Chứng mính rằng 
không gian tôpô tích [|] X, liên thông khi và chỉ khi X„ liên thông 

eŸ 
VỚI „ỌI (t CỬ, 


6.5. Chứng mình ràng không gian thương của một không gian liên thông 
cũng là liên thông. 


§ 7. KHÔNG GIAN TÔPÔ KHẢ MÊTRIC 


7.1 Không gian giả mêtric. 

7.1.1 Định nghĩa. Giá sử X là một tập khác rỗng. Một hàm số 
d:XxXR được gọi là một gia meétric trên X: nếu nó thoả mãn ba tiên 
đề sau đây. 
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3) đ(x, z)<đ(x, y)+d(y, z} với mọi x, y,zeX. 

Tương tự trong không gian mêtric, ta có các khái niệm 

Hình cầu mở (t.ư.. đóng), tâm xạ e X, bán kính r là tập hợp 
B(xạ. r}= {x eX:4(x. xy)< rÌ, 


(Lư., BÍ[xụ. r)= te x:8Í%: xử) Sửi, 


Tập hợp ÁC X được gọi là mở nếu Vxe A, 3, >0: B(x, r)CA. 

Gọi 7 là họ các tập mở vừa mới xác định. Khi đó 7 là một tôpô 
trên X. 7 được gọi là tôpô sinh bởi giả mêtric đZ. Hiển nhiên ta có : 

Nếu + là một điểm bất kì của không gian giả mêtric X thì họ 
(đếm được) các hình cầu mở tâm xạ, bán kính reQ7* là một cơ sở lân 
cận của điểm xạ. Như vậy tôpô sinh bởi giả mêtric thoả mãn tiên đề đếm 
được thứ nhất. 

7.1.2 Định lí. Không gian giả mêtric (X, đ) trở thành không gian 
mêtric khi và chỉ khi tôpô Œ sinh bởi giả mêtic d thoả mãn tiên để 1. 

Chứng núnh. Nếu (X, đ) là không gian mêtric thì khi v= y thì sẽ 
tồn tại hai lân cận 8x, c} và B(y, e) với . y)>0 sao cho 
B(x, c)n B(y,c)= ð. 

Ngược lại. giả sử (X.7) là 7,— không gian. Nếu xz y, khi ấy tồn 
tại hình cầu BÍ+x,r) sao cho vợ ð(x.r). Lúc đó đ(x. y)>r hay là 
d(x.y)>0. B 


Bạn đọc chú ý rằng phần lớn các tính chất đúng với không gian 
mêtric thì cũng đúng với không gian giả mêtric. Tuy nhiên trong 
không gian giả mêtric. giới hạn của một dãy nếu tồn tại thì chưa chắc 
là duy nhất. 
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7.2 Vài liên hệ giữa không gian tôpô và không gian giả mêtric. 

Nhắc lại rằng do không gian giả mêtric thoả mãn tiên đề đếm được 
thứ nhất nên một số tính chất tôpô có thể diễn đạt theo ngôn ngữ của dãy, 
chẳng hạn : 


1) x là điểm dính của A trong không gian giả mêtric X khi và chỉ 
khi tổn tại một dãy (x,) CA sao cho x,„->x(z—>oc) (nghĩa là 
đ(x„, x)—>0). 

Thật vậy, nếu x là một điểm dính của A thì trong mỗi lân cận 


: 1 
đỈx — 
" 


ta chọn một điểm 'x„ e BỈ x„, -]h^ Dãy (x„) sẽ hội tụ đến 
" " 


x. Ngược lại. nếu có một dãy (x„)C A sao cho x„ >x. Gọi Ÿ là một 
lân cận tuỳ ý của x. Lúc đó có hình cầu 8Íx, c)C V. Lấy x„ € A sao cho 
d(x„ x)<e. Lúc đó x„e AOV. Vậy x là một điểm dính của tập A. 

2) Cho X, Y là hai không gian giả mêtric và ánh xạ ƒ: X —>Y. Khi 
đó ta có 


(ƒ liên tục tại xạ X) @(W(x,),C X, x„ — xạ = ƒ(x„)— ƒ (3e).) 


3) Cho d, đ; là hai giả mêtric trên cũng một tập hợp X, Ta nói 
rằng hai giả mêtric này zương đương tôpô nếu chúng sinh ra cùng một 
tôpô trên X nghĩa là ánh xạ đồng nhất ¡d :(X, á,)—› (X, đ;} là một phép 
đồng phôi. 

Giả mêtric đ trên X được gọi là bị chặn nếu sup đÍx, y)< co. Ta 


x,„eX 


có định lí sau : 

7.2.1 Định lí. Cho giả mêtric tỳ ý d trên tập X. Khi đó tôn tại 
một giả mêtric bị chặn d, tương đương tôpô với d. 

"Chứng mình. Đặt đi (x, y)= min(4(x, y), 1). Dễ dàng kiểm tra đ, 
là một giả mêtric trên X và đ, bị chặn. Cho (x„ ), là một dãy trong X và 


X„ — xạ 6X. Ta thấy 
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(dau, u)—0)}© đ{x„, xạ) = min(1, đ{x„. x,)}—>0 
khi ø—>©. Vậy ánh xạ đồng nhất ¡Z:(X, đ)—>(X. d,) là phép đồng 
phôi. Nói cách khác đ và ¿j là tương đương tôpô. Ê 
Cũng như trong không gian mêtric. giả sử £ là một tập con của 
không gian giả mêtric (X, đ). Với xe X, ta đặt 


d(x, E)= II đíx, vì. 


Dễ dàng chứng minh được ràng 
|d(x, E)—d(y, E}J< díx, v), VÀ, veX: 
Như vậy hàm số x — đ{x, £} là một hàm số liên tục trên X. 

7.2.2 Định lí. Cho (X. 4) là một không gian giả môtric và A, B là 
hai tập đóng trong X sao cho ATIB= Ð Lúc ấy tồn tại các tập mở 
U,V chứa trong X sao cho UV = ð và ACV,BCV. 

Chứng mình. Các hầm số ƒ(v)=d(x, A) và gíy) =d(x., B) là 
những hầm số liên tục trên X. Do đó hàm số h(x)= ƒ{v)— g(x) cũng 
liên tục trên X. Đặt 

U={xeX:h(x)<0}=h!(—œ, 0) 
V=Í{xeX:h(Y)>0}=k !{0, +œ} 
Lúc đó hiển nhiên /.V là những tập mở trong X. /nV=Ø. Hơn 
nữa. nẻu xœA thì đ(A,A4)=0. xế8B thì J(x.8)>0 nên hẾy)= 
d{x. A)—d(x, B)<0 hay ACU. Tương tự 8CV. R 

7.2.3 Hệ quả. Không gian mêtric là một không gian chuẩn tác. 

7,3 Khóng gian khả mêtric hoá. 

7.3.1 Định nghĩa. Không gian tôpô (X.7) được gọi là khđ métric 


hoá nếu tồn tại một mêtric đ trên X sao cho tôpô sinh bởi ở trùng với 
tôÔpò 7 

Để ý rằng. mọi không gian mẽtric đều thoả mãn tiên để đếm được 
thứ nhất. Như vậy đây là một điều kiện cần để (X.7) khả mêtric hoá. Sau 
đây là một điều kiện đủ. 
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3.2 Định lí. Giá sử X là một không gian chính quy và có một cơ 
sở đếm được. Khi đó X là khả mèetric hoá được. 


Chứng mình, Kí hiệu ? ={B,, B;...} là một cơ sở đếm được của 
X. Giả sử xe 8, khi đó tồn tại 8,e 73 sao cho ve8,C 8,C B,. Kí hiệu 
z\={(B,, B,)LB,CB,}C 8x3. Khi đó „Ã là tập đếm được và có thể 


viết được đưới dạng 


z\={(B,. 8,,). (B,,. 8„.).... 


.Vì X chính quy có một cơ sở đếm được nên nó là một không gian chuẩn 
tắc. Như vậy với mỗi keN các tập Bà, và B„ =X\B 


M hự là đóng và 
không có điểm chung nên tồn tại các hàm liên tục ƒ :X —>|0, I] sao cho 


/ƒ(B,)= t1} và ƒ(B„ }= {01. Ta đặt 


d:XxXR. díx, y)=# T 
#—I 


thì Z là một mêtic trên X. Thật vậy, đÍx, y)>0 là hiển nhiên. Nếu 
x=y thì tổn tại B,eZ sao cho xe8,và ye B. theo trên sẽ tồn tại 
Be? sao cho xe B, cũ; CB, Vậy (B,B,) là một cập dạng 
(B„.B,,)=zA nào đó nên ƒ(v)=l, /,(y)=0 và khi ấy đ{x, y}>0. 
Tiên đề 2 và 3 hiển nhiên. Bây giờ ta chứng minh tôpô sinh bởi mêtric đ/ 
trùng với “ nghĩa là chứng mình ánh xạ 

td:(X. T)—>»(X. đ),x—x 


là một phép đồng phôi. Cho xạeX và c>0. Chọn &eN sao cho 
¬ 


» ĐI Các hàm ƒ, ƒ›,.... ƒ, liên tục trên (X, 7) nên tồn tại lân cận 
£xÃ =] : 


l#(x)— #(x 
mở V' của xụ sao cho nếu xeV thì An Ta bộc 
r=l 


Từ đó với mọi veV thì 
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nghĩa là ¿3:(X, %)—»(X, đ) liên tục tại xạ. Ngược lại, giả sử Vé là 
lân cận của xụ. Khi ấy tổn tại cặp (B,„,B,„ )e zÀ sao cho 


xe Bụ @Œ Bụ, Cỡ„ CV. 


Nếu xe X và đ(x, xạ)<6= Pn ta suy ra được 


|/. "` H: (+) <‡l ch, =\1:4 1e ` 
do đó 

[#4 (xạ)— & (%|<1. (®) 
Vì xe, nên /Ø@(+x;}=l còn ƒ(xz)<|0,l]} như thế từ (*) ta có 
#4 (x)>0 nên xớB SV* hay xeV. Vậy ¡d”Ì:(X, %)—»(X, Ø) liên 
tục nên ¿đ là phép đồng phôi. Định 1í được chứng minh. l 


BÀI TẬP 
7.1. Chứng minh rằng nếu X là một không gian giả mêtric khả H thì 
tôpô tương ứng sinh ra bởi mêtric này sẽ có cơ sở đếm được. 
7.2. Giả sử ƒ:X>Y là một ánh xạ từ không gian giả mêtric X vào 
không gian tôpô Y. Nếu X5(,), hội tụ đến x trong X dẫn đến 
(7), hội tụ đến ƒ(+z) trong Y thì ƒ là liên tục. (Ta nói y„ — y 


trong không gian tôpô Ÿ nếu mọi lân cận của y chứa tất cả y, - 
ngoại trừ một số hữu hạn y„). 


136 


Chương 3. 


LÍ THUYẾT ĐỘ ĐO 


Vào đầu thế kỉ 20 để có thể hiểu về cấu trúc của các hàm nhằm mở 
rộng lớp các hàm liên tục và mở rộng khái niệm tích phân. các nhà toán 
học nghiên cứu các tập trong không gian EucHde. Trong quá trình này họ 
đã nhận thấy rằng các khái niệm như “độ dài”, “điện tích” cần thiết phải 
được chính xác hoá và mở rộng. Điều này đưa tới việc hình thành khái 
niệm độ đo và nó gắn liền với các tên tuổi của các nhà toán học lỗi lạc 
như E. Borel, H. Lebesgue, C. Carathéodory. 

Chương này dành cho việc trình bày lí thuyết độ đo trên nửa vành, 
cách thác triển nó lên một ø— đại số (bằng cách sử dụng độ đo ngoài 
theo Carathéodory) và khái niệm hàm đo được. Phần cuối của chương 
được dành cho việc tìm hiểu về cầu trúc của các hàm đo được. làm cơ sở 
cho việc định nghĩa tích phân Lebesgue ở Chương 4. 


Nhiều tác giả định nghĩa độ đo trên đại số các tập hợp. Tuy nhiên ở 
đây chúng tôi xây dựng độ đo trên nửa vành các tập”. Chúng tôi chọn 
cách xây dựng độ đo trên nửa vành là vì các lí do sau : (¡) Để xây dựng độ 
đo Lebesgue trên lR hay trên IR” dù bằng cách nào thì cũng phải xuất 
phát từ họ các gian trên IR hay trên IR”. Tuy nhiên các họ tập này là các 
nửa vành mà không là các đại số. Như vậy theo một nghĩa nào đó xây 
dựng độ đo trên nửa vành là “tự nhiên” và “tiết kiệm” hơn. (ii) Vì tích các 
đại số hay ơ— đại số là một nửa vành (mà không là đại số) nên khi xây 
dựng độ đo tích trên tích các không gian độ đo, xuất phát từ nửa vành rõ 
ràng tỏ ra thuận tiện hơn. (ii¡) Một thuận lợi nữa là trên không gian IR"*” 
(xem như IR”xIR”), độ đo Lebesgue trên IR"*” sẽ trùng với độ đo tích 


của hai độ đo Lebesgue trên IR” và IR” nếu xây dựng độ đo trên nửa 
vành (mà không phải bổ sung như khi xây dựng độ đo trên các đại số. 


f? Nhiều tác giả cũng đã làm như vậy, chẳng hạn. B.Z. Vulikh, A.N Koimogorov-S.V 
Fomin, C.Ð. Aliprantis và Owen Burkinshaw,.... 
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§ 1. NỬA VÀNH, VÀNH VÀ ĐẠI SỐ CÁC TẬP 


Trong chương này khi nói đến họ tập (hay hệ tập) ta hiểu là một họ 
các tập con của một tập X nào đó cho trước. 


1.1 Vành, đại số và œ— đại số. 

1.1.1 Đỉnh nghĩa. Một họ tập #7 không rỗng (các tập con của X) 
được gọi là một du» nếu nó có các tính chất sau : 

(a) VA. 8e®w®,AUBE®&, 

(b) VA.Øec#w,AXNBe#®. 
Một vành chứa X(X e#ÿ?) thì được gọi là một đại số, 

1.1.2 Nhận xét. 

() Nếu 4? là một vành thì Øe7#. Thật vậy. vì £=Ø nên có 
Ae#. Khi đó ANA=Øe@#, 

(ii) VA,. 8e# thì AnØ8=A\X(AXð)e#y theo (b). Như vậy vành 
đóng kín đối với phép lấy giao. hợp hữu hạn các tập hợp. 

G) là một đại số thì 

(b`) Ae® kéo theo A“ e2. 

Từ đây dễ thấy rằng : 

&§ là một dại số khi và chỉ khi z Ø và thoả mãn các điều kiện 
(ad) và (b`). 

1.1.3 Ví dụ. 

(ï) Các họ Ä ={Øố}, K3 ={Ø. X}. X3 =7?(X) là các vành. 

(1) Họ Ã3, tất cả các tập con hữu hạn của X' là một vành. 

(ii Họ 4š tất cá các tập con bị chặn của đường thẳng thực IR là 
niột vành. 

Trong các họ trên, X3. &¿ là các đại số, Aã là đại số khi và chỉ khi 
X =ð. #4 là đại số khi và chỉ khi X là tập hữu hạn. ®& không phải là 
một đại số. 
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1.1.4 Định nghĩa. Một họ tập Z? = Ø được gọi là một ø— rảnh nếu 
nó thoả mãn các điều kiện sau : 


(4a) Ác. =l, 2... n... th A=U¡A,e<®, 
(b) VA, B€#?,ANBe/y. 
Một øơ— vành chứa X được gọi là một ơ— đi xơ. 
1.1.5 Nhận xét. 
(1) Một ơ— vành đóng kín với phép lấy giao đếm được. Nghĩa là 


A,e#,ieN thì A=[lA e#. Thật vậy, vì A=4,\Ù(4,\4,) nên 
r;xÍ 


;=l 
Ae<ÑN do (b) và (a`). 

.„ (H1) Mọi ơ— vành #? là một vành. Thật vậy. do (b) (xem Nhận xét 
1.1.2.) e#. Khi đó với A. 8e#, đặt Á,=A, A,—B.A,—=ð. mọi 
n>3. Khi đó AL8= ÙA, c#, 

¡—] 
1,1,6 Định lí. Mội họ K khác rồng các tập con của XL là một đ— 
đại số khi và chỉ khi nó thoả mãn các điều kiện (a`) và (B`). 
Chứng mình. Điều kiện cần là hiền nhiên. Ta chứng minh điểu kiện 
đủ. Gia sử Ä4? = Ố và thoả mãn (a'). (b`). Khi đó có Ae# và do (b') thì 
A'€#. Đặt A,= A. A;= A”, mọi ¿>2 thì theo (a`), Ù A,= Xe#. Do 


t=]Ì 


đó theo (b`) thì ố =X\X e#. 


Bây giờ nếu A4, 6#, mọi /eN thì A; e# nên theo (a'). 
(Ññ A, =U A/ e#. 
r—I =| 
Vì ốe# nên # cũng đóng kín đối với phép lấy giao hữu hạn. Cuối 
"cùng nếu A. 8e# thì 8 e# và A\Øð=Af\B' ew. Vậy # thoả mãn 
Định nghĩa 1.1.4 và do đó là một ø— đại số. R 
1.1.7 Định lí. Giưo của một họ bất kì các vành (đại số œ— đại số, 
ơ— vành) là một vành (đại số. g— đại số, œ— vành]. 


Chứng nình. 
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Ta chỉ cần chứng minh cho họ các vành. Các trường hợp còn lại 
chứng minh tương tự. 


Giả sử (&, ),„„ là một họ các vành. Gọi = ƒ\&,. Vì ốe£, mọi 


€ƒ 


œ€/ nên Øe#. Nếu A.8e# thì A.8€# mợi ae/ thì AUBe#. 
và AXBeK&, mọi œe1. Do đó AUB, AXBeẨ. Vậy £ là một vành. 

1.1.8 Định lí. Với mại họ tập Œ, tôn tại một vành (đại số, ø— 
vành, øơ— đại số) duy nhất chứa Œ và chứa trong mọi vành (đại số, 
ø—vành, ø— đại số) chứa €. Ta sẽ gọi nó là vành (đại số, ø— vành, 
g— đại số, tương ứng) sinh bởi họ € và kí hiệu F(Œ)“" 


Chứng mình. Thật vậy, dễ thấy F(C)= [1 e, trong đó S là họ tất 


.-eS 
cả các vành (đại số, ơ— vành, øơ— đại số) chứa c7 (không rồng vì 
(x)e 3). 

1.1.9 Ví dụ. Giả sử (X, đ) là một không gian mêtric và + là họ tất 
cả các tập mở trong X (hay (X, +) là một không gian tôpô). + nói chung 
không phải là một ø— đại số trên X. ơ- đại số sinh bởi +, /(+), được 
gọi là ø— đại số Borel trên X và thường được kí hiệu là Z(X). Mỗi tập 
thuộc Z#{X) được gọi là tập Borel. Chẳng hạn, các tập dạng Ƒ, Œ, trong 


X đều là các tập Borel. Để ý ø— đại số Borel cũng là ø— đại số sinh ra 
bởi họ tất cả các tập đóng trong X. 


1.2 Nửa vành. 


1.2.1 Định nghĩa. Họ “£ không rỗng các tập con của X được gọi là 
nửa vành nếu nó thoả mãn các điều kiện sau : 


(al) A, BeK® thì AnB8e£, 
(bl) A. 8e và ÁC 8 thì tồn tại một số hữu hạn các tập C; e£, 


¡=],-::, ? rời nhau từng đôi một sao cho 


BXA=ÚC, 


¿=l 


ẾÌ Tuy từng trường hợp cụ thể mà ta gọi #Ƒ (⁄2) là đại số, ø— vành hay ø— đại số sinh bởi 
họ c7 
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1.2.2 Nhận xét. 
(1) Dễ thấy rằng mọi vành là nửa vành. 


(iñ) Mọi nửa vành đều chứa tập Ø. Thật vậy, vì ®##Ø nên có 


Ae£. Theo (bl), tổn tại C,,---, C„6/# sao cho Ố=A\A= ÚC,. Từ 
í=-] 


đó C,=Ø.i=1.‹‹:,n và Ốc§Ñ. 

1.2.3 Các ví dụ. 

(0 Họ #= (la. b)la.b cIR} là một nửa vành. Thật vậy, rõ ràng là 
#=ðØ và Ốew. Nếu A=la,b), B=lc, đ) thì hoặc AB=ốc<® 
hoặc Af\8=[s,?) trong đó s=max{a, c} còn ?= min{b, đ}. Giả sử 
(a. b)CÍc, đ). Khi đó hoặc [z, b)= Ø thì (bI) thoả còn nếu Ía, b) = Ø 
thì Íe, đ)\Ía, b)= Íc. a)UO[b. đ) và hai tập ở vế phải đẳng thức này rời 
nhau. Vậy (b1) thoả mãn. 


() Ta gọi một gian trong IR là một trong các tập có đạng sau, 
(với ¿, be1R), [a. bÌ. (a, bị, |4. bì, (a, b, (_-œ, ai, (—œ, ð). 


(T—œ. bị. (4 co), Ía oo), (—oo, +oc). Từ đây ta sẽ dùng kí hiệu 
<a, b>, (a. beTR =IRU{+oc, —oe}) để chỉ một gian trong R (4b 
gọi là hai đầu mút của gian < a, b>). Gọi: 

R=l<ab> lá, beIR}. 


Khi đó # là một nửa vành và gọi là nửa vành các gian trên IR (để ý rằng 
#' không là một vành). 


(ii) X= {ø, b},&@={Ø, {a}} là một nửa vành. 


Để ý rằng các họ ở trong các ví dụ (¡), (1) là các nửa vành nhưng 
không là vành. Bố đề sau đây đóng vai trò quan trọng trong các mục sau. 


1.2.4 Bố đề. Giả sử &Ø là một nửa vành và A, AuesA, e&, 
(peN). Khi đó tôn tại một số hữu hạn các tập Œj 6í. i=Ì, 2, r 


r €N) đổi một không giao nhau và sao cho 


AXUf,A = ÚC, q9) 


14I 


Chứng mình. Ta chứng mình bằng quy nạp. Khi p= F ta có : 
AXA=AX(ADA,)= ỦC,. C,e# và CAC, =8. jx> 7 
;=l : 


theo định nghĩa của nửa vành. 
Giá sử (1.1) đúng khi p=ø. Ta chứng mình nó cũng đúng khi 
p=n+l. Xét các tập A,.---, A,,,e#. Khi đó 
Lê) D 
AXU4,=(AVXUA)XA¿u,. (1.2) 
=I ĐC 


Theo giá thiết quy nạp. 
" £ : 
AXUA;=UÚE,,E,nE,=ðØ.jz 7. (1.3) 
¿=l ;=l 


Từ (1.2) — (1.3) ta có : 


„rỊ 


& & 
AXU4;=(Ú X4 ¡= UŒ VA.2). (1.4) 
mỊ /=Ì ;Ì 
Với mỗi je {1. 2.---, &}. theo trên (khi ø= Ì), ta có : 
E,NA¿. = Ú Đựụ, DụnD„, = B nếu Pa, 
TH 


Do đó từ (1.4) ta suy ra : 


Vì các #, đôi một không giao nhau và Dị cũng đôi một không giao 


nhau nên các Ð„ với mọi j=l.---.&; /=l.---.ứ, 


cũng đôi một không 
giao nhau và bố đề được chứng minh. I 


BÀI TẬP 


1.1. X. Y là hai tập cho trước và ƒ:X —>Y là một ánh xạ, # là một vành 
(tương ứng, a— vành, ø— đại sổ) trên Y, Chứng minh rằng ƒ ` (Z2) là 


một vành (tương ứng, — vành. øơ— đại số) trên X. Ở đây 
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1.4. 


1.5. 


I.6. 


1.7. 


ƒ !(R)=|AC XI3Be1. A= £ !(8)}., 
Cho zÀ là một ơ— đại số trên X. là một họ các tập con của một 
tập S và 13 là ø— đại số sinh bởi €2. Giả sử ƒ:X Š là một ánh 
xạ sao cho với mọi Ở e(@ ta đều có ƒ '(G)e ;A. Chứng minh rằng 
ƒ '(RÌez với mọi e1. 
Cho f3 là một vành trên X. Gọi zA là lớp tất cả các tập £C X sao 
cho hoặc £e® hoặc /' =X\X£e1. Chứng tỏ rằng z\x là một 
đại số 
Cho X là một tập tuỳ ý khác rồng. Gọi 1 là lớp tất cả các tập chỉ 
gồm một điểm của X và tập Ø. Chứng tỏ rằng ® là một nửa vành. 
Cho 1š là một nửa vành trên X và CCX sao cho C=LJ}, 
A,e, neN. Chứng tỏ rắng € có thể được biểu diễn đưới dạng 
€ =Uà ;B„ trong đố (B„) C?ỳ. các tập „ rời nhau từng đôi 
một và với mỗi mm. 8„ được chứu trong ít nhất một tập A„ nào đó. 
Hướng dân. Đặt £„ = 4A, 7A, rồi sứ dụng Bố đề 1.2.4. 
R là một lớp khác rỗng các tập con của X thoả mãn các điều kiện 
sau đây : 
(a) A. Ø8e1 tì AnBe, 
(Œb) A, 8e, AC thì tồn tại một số hữu hạn các tập Cụ, C,.---, 
C, 6T sao cho Cạ=AC(Œ,CŒ;C---CC,=8 và Đ=CŒ,\CŒ,;y 
ef,/=l,3,...n. 
Chứng tỏ rằng 3 là một nửa vành. 
Một lớp zX các tập con của X được gọi là một lớp đơn điệu nếu 
mọi dãy Ên), CzÀ đơn điệu tầng hay đơn điệu giảm ta đều có : 
Q2 ¡Ê„czA nếu (E,), đơn điệu tăng và ƒ]}.,£,ez\X nếu (E,), 
đơn điệu giảm. Chứng tỏ rằng : 
a) Mọi ø— vành đều là một lớp đơn điệu, 
b) Mọi vành đơn điệu đều là ø— vành. 


1.8. Cho R3 là một ơ— đại số trên X, AC X. Chứng tỏ rằng 
R;=(ZnAIZeR} 
là một ơ— đại số các tập con của A. 
1.9. Giả sử X là một tập không đếm được. Gọi ;\^ là họ gồm các tập 
ECX sao cho £ là tập không quá đếm được hoặc XX# không 
quá đếm được. Chứng minh rằng ;A là một ø— đại số (gọi là ơ— 
“đại số các tập đếm được hoặc “đối đếm được”). 


1.10. Chứng minh rằng ơ— đại số Borel B(IR) trên !R được sinh ra bởi 
mỗi họ trong các họ tập hợp sau : 


(a) e, :={(a. b)la<b, a. beIRÌ, 
t8) z; := {[a, b|la< b, a, beIR}, 
(€) e; = Í(a, b|la<b, a, be1R}, 
(d) <, :— ÍÍa, b)la< b, a, be IRÌ, 
(e) e; := (4 œ)laeIRÌ}. 

(g) s„:={(—eœe. a)Iae IR}, 

(h) z; := Í[a, s)laeIR}. 


Œ) s := {Í—Ằ%. a|lae1R}. 


§ 2. ĐỘ ĐO TRÊN NỬA VÀNH 


2.1 Hàm tập. 

2.1.1 Các quy ước về các phép toán trên IR. 

Trong chương này và Chương 4 chúng ta sẽ làm việc với tập số thực 
mở rộng IR =IRU{+œ, —©} (ta thường viết oo thay cho +oo). Để 
thuận tiện cho việc tính toán, ta nhắc lại một số quy ước khi thực hiện các 
phép tính trên IR. 
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* WxclIR,-co< x< +œ, 

* WxrelR, x+eoc = +œo, 

* 0xoo= oox0=0, 0xÍ—œ) =(—œ)x0=0, 
* VaelIR, a0 thì 


+oc nếu z >0, 
Zcc nếu a < 0, 


ax(+œ) =(+œc)xa= 


* +œxÍ+)= +®o, 
*# so++oo=Ằœ, —(—oe) = œ, 


* +coxÍ~oœ) =—ooxÍ+œ)=—oœo và (—oo)xÍ—oo) = +œo, 
* Các biểu thức œo— co, Đi không được định nghĩa trong IR. 
: œ 


Ta cũng quy ước inf ð = +oo. 


Bây giờ cho X là một tập khác rỗng và 7 là một họ không rỗng 
các tập con của X. 


2.1.2 Định nghĩa. Một ánh xạ /¿: C — IR được gọi là một hàm :ập. 


Để thuận tiện cho việc sử dụng sau này, trong suốt chương này ta chỉ 
xét những hàm tập ¿; chỉ nhận một trong hai giá trị +oo hay —co và không 


đồng nhất bằng +oc hay —oœo. Nghĩa là miễn giá trị của / là (—=oo, +] 
hay Í[—œ, +oo) và tồn tại Ae7 sao cho (A)e(~oo, +oo). Đối với 
một hàm tập /¿, sau này nhiều khi ta cũng viết ¿A thay cho ;(A). Hàm tập 
 gỌI là không âm trên c©, kí hiệu / >0, nếu ;ÁA >0 mọi Á e c7. 

2.1.3 Định nghĩa. Hàm tập /:: C —IR được gọi là cộng tính (cộng 
tính hữu hạn) nếu AI, A;¿ €Œ, A¿ñÁ¿ = Ø và AUA, eŒ thì 

H(A,ÓA;)= H(Ai)+ n(A;).. 

2.1.4 Định nghĩa. Hàm tập /: 2 —>IR được gọi là ø— cộng tính 

(hay cộng tính đếm được) nếu, A,ec, i=l, 24... A,nA, =Õ, ¡zj và 


ÙA,e thì 


¿=I 
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„Ũ A)= >w(A) 


2.1.5 Nhận xét. Dễ dàng chứng minh được rằng 

() Nếu ốe£ và hàm tập ¿ là cộng tính hay ơ— cộng tính thì 
u(Ø)=0, 

(ii) Nếu ¿ là ø— cộng tính và Ø e< thì ¿ là cộng tính. 

2.2 Định nghĩa độ đo và ví dụ. 

2.2.1 Định nghĩa. 


e Cho £ là một nửa vành trên X. Một hàm tập m: —>IR được 
gọi là một độ đo nếu m thoả mãn các điều kiện sau : 


() m(Ø)=0, 

(ñ) m không âm, 

(H1) m là ơ— cộng tính. 

Lúc này (X, #, m) được gọi là một không gian độ đo. 

s« Độ đọ m được gọi là hữu hạn nếu với mọi Ae#, mÍ(A)< +oe. 
®« Độ đọ m được gọi là ơ— hữu hạn nếu với mọi A e£, tồn tại một 


dãy (A,),C# sao cho ÁA= Ù Á„, VÀ mÁ„ < +oo, mọi eN. 


ml 


2.2.2 Nhân xét. Dễ dàng thấy rằng nếu ¿m là một độ đo trên nửa 
vành £& thì 


() m là cộng tính, 
(1ñ) Nếu A, 8eK£ và AC B thì mA < mB. Nếu hơn nữa, mB < +oo 
thì z4 < +eo và lúc này ta sẽ có m(B\ A) = mB — mÀA nếu B\ÁeZ£. 
Thật vậy, vì # là nửa vành nên tổn tại Œ¡, Œ;,.... C, 6£, 
C,C, = ố nếu ¡z j sao cho B\A=U#,C,. Khi đó 
B=AU(€,), mỗ = mÃ + È mC, 
t= 


Từ đây mA < mB và nếu mB hữu hạn thì mÁ cũng hữu hạn. Hơn nữa nếu 
mA hữu hạn và 8V\AÁecZ£ thì 
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k9 
m(BN A) = 3` mC, = mi — mA. 


£=l 

2.2.3 Các ví dụ. 

() X={a, b}; Ø=Í{ð, {al}, m(Ø)=0. m({a])=1 là một độ 
đo trên #&. 

(¡) Trên nửa vành #£ ở Ví dụ 1.2.3 (), [a„b)€#, ta định BEN) 
ma, b)ì= b~a thì mr là một độ đo trên Z (xem (v)). 

Gii) (Độ đo đếm) Giả sừ X là một tập và £ =2(X). Ta định nghĩa 
:—>[0,+oo] bởi „A ==+oo nếu A là tập con vô hạn của X và /A 
bằng số phần tử của A nếu A là một tập con hữu hạn của X. Khi đó 
(X, #, ”} là một không gian độ đo. Độ đo ø lúc này được gọi là độ đo 
đếm trên X. 

(v) (Độ đo Dưừữac) Cho X là một tập khác rỗng tuỳ ý. Cố định một 
phần tử ae X và định nghĩa ô„:2(X) — |0, oo]| bởi §„(A)=1 nếu ae A 
và 6,(A)=0 nếu zế A. Dễ dàng thấy rằng (X, #(X), §„) là một không 
gian độ đo. Độ đo ö„ được gọi là độ đo Dirac tại điểm ae X. - 

(v) Giả sử ƒ:IR +IR là một hàm không giảm và liên tục bên 
trái (nghĩa là lim ƒv)=ƒÍ2), mọi aelR). Xét nửa vành 


w—=z>~t 


=ÍÍa. b)la,beIR vàa<b}. Ta định nghĩa ¿:S-—>|0, +oo} bởi 


uẲ ta, b)ì= ƒ(b)— ƒ(a) nếu a<b và (ố)=0. Khi đó là một độ đo 
trên <. : 
Ta chỉ còn phải kiểm tra tính ơ— cộng tính của ø. Giả sử rằng 


Ía. 5) =U la a„, b,) với ([4„. b„)) là dãy gồm các nửa đoạn rời nhau từng 
đôi một. Để ý rằng có thể sắp xếp dãy [[a,. b, hề )), lại dưới dạng 
lbn E ai)" với cị =4 và c„ /”b. Khi đó 
> nÍ[a,. 8 4i ))= > #Íkc S„))= lim b 'HÍ[E» € Cạn; :)) 
= lim ƒ a8 HÍ[a. b)). 


14? 


Để ý rằng ở đây ta có lim ƒ{c,)= ƒ(ð) vì ƒ là liên tục trái tại b. 
J— 
Ví dụ (i1) ở trên là trường hợp đặc biệt của ví dụ này khi ƒ (+) = x. 
2.3 Một số tính chất của độ đo. 


2.3.1 Định lí. Giả sử m: — |0, co] là một hàm tập trên nửa vành 
&®. Khi dó m là một độ đo trên & khi và chỉ khi các điều kiện sau 
thoả mãn - 


(¡) m(ð)}=0, 
(ii) Nếu A, A, Ajs, A,seE, ỦÁCCA và ADA, =ố: với 
=l \ 
¡# j thì 


IA, S mA, 


t⁄ 


¡ml 


(ii) Nếu A, Ay, A¿sa AE, ÁC Ù Á, thì mÃ < Y) mÁ,. 


=] ;r=l 
Tính chất nêu ở (i¡1) gọi là øơ— nửa cộng tính của độ đo mè. Cũng để 
ý rằng trong Định lí 2.3.1 chúng ta không đòi hỏi Ù A, c£. 


/=l 
Chứng mình. 


Giả sử mè là một độ đo trên €. Hiển nhiên (¡) đúng. Ta chứng minh 
mz nghiệm đúng (ïï) và (¡ñ1). 


* Chứng minh (¡). Lấy tuỳ ý peN. Rõ ràng là UJ?¡A;C A. Theo 
Bồ đề 1.2.4, tồn tại C.--:, C. 6K, Œ,f1C, = Ø, nếu ¡ = j và 
AXỦ4,=ÚCŒ, (2.1) 


Đặt Áj= Á, i=I sp và Aj.,=C,, j=l-, r Khi đồ ta có A'e£, 
p+r 


? ! x. : $ h sa f 
A/AAi=Ø, mọi í/=l,2,--,p,p+l:›p+r, iz=j, và A=U Ai. 
Do đó 


)+r Ụ 
mÁ = Š) mÁƒ > Ÿ` mÃ! — Š` mÃ.. (2.2) 


i=l hủ) r=[_ 
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Vì (2.2) đúng với mọi peN nên khi cho p —> co, ta được 
HA > 3` mÃ,„ 
¡=l 


* Chứng minh (iii). Dễ thấy rằng A = Ar(UJ2*¡ 4,)= Ù (AnA,). Đặt 


B.=AnA,. Khi đó 


Lại đặt C, = B,, C„ =B,\(UJ-!B,), n=2, 3,---. Lúc đó 


A= Ú €, và C,(\C„ =Ø nếu nzn!. - (2.3) 
z=l 
Để ý rằng # là nửa vành nên #, c#, mọi ¡eN. Một lần nữa. theo Bổ đề 
1.2.4, mỗi øeN, tồn tại một số hữu hạn các tập đôi một không giao nhau 
Đại c®, Ê=I,:-:, £„ sao cho 


t„ 
Œ,= U Dự, neN. 
t=l 
Từ đây và (2.3) ta được : 
xứ 
A= U (Ủ Đ„), Đ„nÐ„„ = Ø nếu (n, 6) (n", 09). 


n=] £=] 


Do đó 


x si 
mA = )}(3)mD,„). (2.4) 
n=[_ £=l 
Vì Œ =U;Đựy C B„ nên 5mÐ,„ < mB, < mA„. Do đó (2.4) cho ta : 
Ũ 
mA < Š` mB, < 3) mA 


„ 


Ngược lại, nếu m. thoả mãn các điều kiện (¡) — (ii) thì đễ chứng 
minh được rằng m là độ đo (tính ơ— cộng tính có được từ sự kết hợp 
(1ñ) và (1)). R 


149 


2.3.2 Nhận xét. Dễ thấy rằng trong phần chứng minh kết luận (iii) 
của Định lí 2.3.! (điều kiện cần), nếu là một vành thì €ẹ eK£ mọi 
neN và từ (2.3) có thể suy ra kết luận của định lí. 

Từ đây về sau để cho gọn, đôi khi ta sẽ dùng kí hiệu A,{ A để chỉ 
dấy tập (4; ), trong X có tính chất A,C A,¿, với mọi neN và 
A= Ù 4„. Tương tự, kí hiệu A,|A được hiểu là A, 2 A,.,, với mọi 


n=l 
neN và A= ñ Aà. 
n=] 
Định lí sau đây rất thuận tiện trong nhiều trường hợp. Khẳng định 
đảo lại của nó theo một nghĩa nào đó cũng đúng (xem Bài tập 2.3). 
2.3.3 Định lí, Giả sứ &Ø là một vành và m là một độ đo trên K&. 
Khi đó các khẳng định sau là đúng. 


(4) Nếu (A,)„ CK, AeK và À, HỆ thì lim mA„ = mA.. 


tr. 
(b) Nếu (Au)„CK, Ae<K, A,LA và mÁi < +oo (hay tôn tại nạ 
để cho mÁIU ,<*+®) thì lim mA„ = mA. 


n— 


Chứng minh. 


(a) Đặt B,=Á,, B,=A, ¡Ý\A„¿, n=2, 3... Khi đó 8,e#, mọi 
neN, B„nB„= ð, nzœn và 


A,=ỦB, A=Ù8,. 
r=Ì n=] 
Từ tính ơ— cộng tính (và do đó cộng tính) của m ta được : 
mA,„ = Š` mB,.. mÃ = }` mB,. 
;=] ¡=l 


Vậy lim m(A,)= m(A). 


(b) Giả sử mA, < +eo (trường hợp còn lại được chứng minh tương 
tự). Để ý rằng 


B=AXA=AVẴA,= Ò(4 \4,)= Ủ 8 


n=l 
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với ,=A,\A,e#, neN. Dễ dàng nhận thấy rằng B„,C B„.ị. mọi 
neN. Ngoài ra, vì. mÁ, hữu hạn nên zmỦ=mA,—mA — và 
mBỤ„ = mÃI — mÀ, với mọi n. Từ đây và (a) ta có 


mB — mÃ, — mA = lim mB, = lìm [mÀ, — mÁ, |, 
n—~: 


Hi +. 


= mA,— lim mÁ,. 


ñ”Tïx 


Kết luận (b) được suy ra từ các đẳng thức này và giả thiết mA, hữu hạn. I 
BÀI TẬP 


2.1. Cho ¿ là một hàm tập cộng tính trên một họ tập 2. Giả sử A, 8e, 
ACB và BVAec.. Chứng minh rằng nếu /Ð hữu hạn thì „A cũng 
hữu hạn và ta có ¿(#\A)—=uB— A. Hơn nữa, nếu >0 thì 
MA <S ¡:B. 

2.2. Cho ø là một độ đo trên nửa vành #. Chứng minh rằng _. 

(0) Nếu m4, =0. mọi ¿eN và Ù A,e£ thì 
¡=I 


m(Ù A,)=0, 
;=l 


() Nếu A, 8e, AUBe£, A\X8eK£ và mB=0 thì m(AUB)= 
m(A\.B)= mA. 

2.3. Cho zz là một hàm tập không âm, cộng tính trên một vành £&, 
m(Øố)=0 và thoả mãn một trong các điều kiện sau : 


() (Ai) CÁ, C A,,¡, mọi neN và U22; Á, 6£ thì 


° m(Ù A,)= lim mÁ,, 


/=l i—¬~ 
.. . _` PS ` 
Œ) (A2) CC, A,Ð 4z, mọi neN và (14, = Ø thì 
. i=l 


lim m4, =0. 


i—Ố 


Chứng minh rằng zm là một độ đo trên . 


151 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.7. 


2.8. 


2.9. 
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Giả sử ¿ là một hàm tập øơ— cộng tính trên vành £. Chứng minh 
ràng Ï 

(a) Nếu A,e#, A,CA,.¡ mọi øeN, và A=JX;¡A,eK£ thì 
lim #(A,)= a(A). 


(bì Nếu A,e#£. A,2 A,,,, mọi neN, A=ƒ\E\A,e# và g(A,) 
hữu hạn (hay tổn tại nạ để cho H{Az) hữu hạn) thì 
lim £¿(A„) = u(A). 


Giả sử /; là một độ đo trên nửa vành #. Chứng minh rằng nếu 
(Az)„¿ CC, Ae# và A,T†A thì lim mA, = mA. 


n—>x 


Giả sử X = Ø là một tập tuỳ ý. Gọi “ là họ tất cả các tập con hữu 
hạn của X. 


a) Chứng tỏ rằng # là một vành. 
b) ƒ:X— IR là một ánh xạ với giá trị không âm. Đặt /::#© —>IR 
xác định bởi 
uÍx. Ä2vee X„ b= >~@) u(Ø)=0. 
Chứng tỏ rằng ¿ là một độ đo trên #. 


Cho ¿ là một độ đo đủ (Định nghĩa 3.3.2) trên ơ— đại số &, 
ECX. Giả sử rằng với mọi >0 tôn tại Ae# sao cho EC A và 
/¿A < c. Chứng tô rằng E 6# và /E =0. 

: là một độ đo trên nửa vành Z, A, Ðe#, mA < +co. Chứng tổ 
rằng tồn tại hữu hạn các tập C¡, C;,:::, C„ 6# sao cho 


¡=] 


mÁ — m(A n\B) = 3 mC,. 


Giả sử m là một độ đo trên nửa vành #£. Một họ hữu hạn 


{E\ E;.... E,} các tập của # được gọi là một phân hoạch của 


EeE nếu E=ÚE, và E,nE,=ð, ¡=j. Họ {E,, E,,... E,} 


¿=1 


được gọi là một — phân hoạch của E nếu với mọi A e £ ta đều có 


2.10. 


2.11. 


'E— m(E)= S`N_m 


m(EnA)=$)m(E,nA), 


i=l 
Chứng tỏ rằng 

a Nếu E=ŒCŒC--:CC,=F, C6. i=l2...n và 
D,:=C\C_ ¡6K ¡=1 2... n thì {E, Dị, Dạ... D„} là một m 
phân hoạch của Ƒ, 

b) Mọi phân hoạch của Ee# đều là một — phân hoạch. 

Cho Z là một đại số các tập con của X và mụ, nœN là các độ đo 


hữu hạn trên Ø. Giả sử rằng (, } là một dãy các số đương sao cho 


x„n,(X)<+oo. Chứng tổ rằng hàm tập xác định bởi 
I 


ta = 


È, Ec< là một độ đo hữu hạn trên Z. 


nhỶn 
#=] 


Xét nửa vành 
-S ={ACIRIA = Ø hay A là không quá đếm được} 


và định nghĩa ¿::.S—›[0,+oo] bởi công thức A =0 nếu A= Ø 
hay A là tập hữu hạn và A =+oœo nếu A là đếm được. Chứng tỏ 
rằng ¿ là hàm tập cộng tính (hữu hạn) nhưng không là một độ đo 
trên S. 


§ 3. THÁC TRIỂN ĐỘ ĐO 


Khi làm việc với các độ đo m trên nửa vành chúng ta thường gặp 


nhiêu khó khăn vì nửa vành không đóng kín đối với một số phép toán, 
chẳng hạn, phép lấy hợp hữu hạn hay đếm được các tập thuộc nó. Vì thế 
mà người ta muốn thác triển (mở rộng) zø “thành” một độ đo ¿¿ trên một 
g- đại số 6#. Mục này được dành để thức hiện ý tưởng nói trên. 


3.1 Độ đo ngoài, độ đo ngoài sinh bởi một độ đo. 
3.1.1 Định nghĩa. Một hàm tập z xác định trên Z2(X) được gọi là 


một độ đo ngoài trên X nếu thoả mãn các điều kiện sau : 
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{a) không âm, 
(b) u(Ø)=0, 


x. X 
(c) Nếu AC ỤA, thì A < 521A, 


im] ml 
3.1.2 Nhận xét. Giả sử là một độ đo ngoài trên X. Khi đó dễ 
chứng minh được rằng : 
() Nếu ÁC ỦA, thì z(A)< S24, (nửa cộng tính). 
¿=†t ¿=l 
(iD Nếu AC 8 thì 1A <uB. 


Các định lí sau đây là cơ sở để chúng ta thác triển một độ đo 7m 
trên nửa vành lên một ơ— đại số. 


3.1.3 Định lí. Giả sử m là một độ đo trên nửa vành . Khi đó nếu 
đặt, mỗi AC X, 

mÙA =iaf LÊ mE,IE, K, ¡eN và Ù£ 2A] (.1) 

¿=l m] 

thì m” là một độ đo ngoài trên X (để ý quy ước inf ố =+eo). Ngoài ra 
nếu A<# thì mÌA — mA. Ta sẽ gọi m` là độ đo ngoài sinh bởi độ đo m. 

Chứng mình. 

œ) Dễ thấy rằng m” thoả mãn các điều kiện (a) và (b) của Định 
nghĩa.3.1.l do z là một độ đo. 

3) Ta chứng mình z` là ø— nửa cộng tính. Giả sử ÁC Ù 4,„. Ta 

n=] 

sẽ chứng minh rằng ` Á < " mì Au.- 


n>=[l 


s Nếu ề mÌÁ„ =+oo thì kết luận là rõ ràng. 


ñ=1 
® Giả sử Š)m`A,<+œo. Như vậy ø”Á„<+oo, mọi #eN. Lấy 
=1 
c>0 tuỳ ý. Từ định nghĩa của m” với mỗi „œN, tồn tại một họ đếm 


được (A,„) =- Ù A„ 2 A„ sao cho 


Íe /=l 


Mu 2 * € " 
3) mÂ,, <m &EPTñ : (3.2) 
= 
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,CK và ÁC Ù A;¿C U A¿. Do đó, từ định nghĩa của 


Họ {4A 
k ( 9Ìl-0i lcã n=l n,/eN 


m` ta CÓ : 


#=l' /=l "¡„= 2" 
<$)m A,+e 
nñn=l 
Vì >0 tuỳ ý nên 
mÌA < ÿ` mA, 


^A) A€£, ta chứng minh m`A = mA. 


« ĐẶt A=A, A=Ø, ¡>2 thì AC, Do đó theo G.1), 
j=I 


i= 


mˆÁ < 3` mA, = mA. 
i=Iˆ 


se Ngược lại, mọi họ đếm được (A)»w cK&, Ù Á,ÐA thì (để ý m 
¿1 


là ơ— nửa cộng tính) 


Từ đó ta có mA < m”A. 

Vậy mA =m`A và định lí đã được chứng minh. 

3.1.4 Nhận xét. Trong định nghĩa độ đo ngoài m` sinh ra bởi độ đo 
m (công thức (3.1)), họ (ve C có thể được chọn sao cho các E, rời 
nhau từng đôi một (Bài tập 3. ). 

3.2 Tập zø” — đo được và định lí Carathéodory°°. 

3.2.1 Định nghĩa. Cho zø” là một độ đo ngoài trên X. Một tập 
ACX được gọi là mì — đo được (hay đo được theo Carathéodory) nếu 


% 


{ Constantin carathéodory (1873 — 1950), người để xuất độ đo ngoài, nhà toán học xuất sắc 
người Đức (gốc Hy Lạp), có nhiều đóng góp quan trọng trong giải tích hiện đại. 
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m`E =m`(EAA)+m (ENA), VEC X. (3.3) 
Họ tất cả các tập m' — đo được được kí hiệu là £, 
3.2.2 Nhận xét. 


(¡) Đề thấy rằng điều kiện (3.3) trong Định nghĩa 3.2.1 tương đương 
với một trong hai điều kiện sau : 


mE>m`(EnA)+m`(EXA),VECX, (3.3) 
mỉ (E) =m `(EnA)+m°(EnA*), mọi EC X. 437) 


_ Từ (3.3”) ta thấy ngay nếu Ae£ thì A' e£. Đặc biệt, dễ thấy Ø e £ nên 
Xe£ 


(ii) Nếu œ”A=0 thì Ae/. Thật vậy, lúc đó với mọi ECX, 

m (ATIE)=0 và do đó, | 
m`E Sm`(EnA)+m (ENA)= m`(EN A) < mÈE. 

Với các kí hiệu như trên tạ có định lí sau. 

3.2.3 Định lí. (Carathéodory) £ là một d— đại số và thu hẹp 
của mì trên £, = mụ., là một độ đo. 

Ta sẽ gọi ¿¿ là độ đo sinh bởi độ đo ngoài mì. 

Để chứng minh Định lí 3.2.3 ta cần bổ đề sau. 

3.2.4 Bổ đề. Giả sử m” là một độ đo ngoài trên X và E\, Ey,.... E„ 


là các tập m` — đo được (thuộc £), rời nhau từng đôi một. Khi đó, 
mì (An|UJ-E,|)= Smh(AnE,), mọi AC X. Œ 
£=l 


Chứng mình. Ta chứng mình quy nạp theo ø. Hiển nhiên (*) đúng 
Khi z=l. Giả sử (*) đúng với m. Ta chứng minh (*) đúng với +1. Giả 
Sử Ị, E;,... E„, E„.¡ là các tập mỉ — đo được, rời nhau từng đôi một. 
Nếu AC X thì 


n+Ịị 
=] 


n+Ì 
An|U BÌInB„. =AnE 
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- 


nÏ " 
AnlU BÌn ES=An(DE,). 
/=] 


/=ì 
Vì E„., là m — đo được nên (để ý Nhận xét 3.2.2 và giả thiết quy nạp) 


„+l 
UE, 


;=l 


m [an 


|= *(An|U2E,ÌnE,.,)+m” (An|Ut,ÌnEE.) 
=m`(AnE„.)+m`(An(U..,)} 

LAI 
=Ề m (An) 

¡=1 

Chứng mình Định ií 3.2.3. 

œ) Ta chứng minh £ là một. ơ— đại số. Trước hết để ý rằng theo 
Nhận xét 3.2.2 thì ốe/£, Xe/£ và nếu Ác⁄£ thì A'e£. Do đó để 
chứng minh £ là một ơ— đại số ta chỉ còn phải chứng minh £ đóng kín 
đối với phép hợp đếm được. Trước hết ta chứng minh £ đóng kín với 
phép hợp hữu hạn. 


Giá sử A,Ase£. Gọi A=A,UA4, Để ý rằng lúc này 
A=A,U(A‡4;). Với mọi tập EC X ta có 

m`E <m`(EnA)+m (EnAr) 

<{[mrˆ(EnA)+m ((Enar)na,)]+m°((Enaf)n4g) 

=mP(EnA,)+|mr ((EnAr)nA;)+m ((Enar)n4¿)Ì 


=m (EnA)+m(EnAt)}= m E, 


chứng tỏ A= A4, e£. Từ đây, Á), Á;e¿£ thì A4, =(AƑ£UAÿ} c£ 
và AiNXÁ¿ =Aiñ4¿ e£ (vậy Z£ là một đại số). 


C£. Gọi A= Ù A, và định nghĩa G, = Á,. 


„=l 


Bây giờ giả sử (A,) 


G¿„¡= „VŨ Á, với n>1. Khi đó (G,) C£ (vì £ là một đại số), 
£=l 
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G„G„ = Ø nếu mãn và A= tỊG-: Đặt £.=U6: neN thì Fe“ 
=l 


n=ì 


và A= Ù #„ Nếu ECX thì 


ø„=l 
mÌE=m`(EnE,)+m (EnFZ) 
>ưm(EnF,)+m`(En Ar) 


=šm'(Eng,)+m`(EnAr) 


i=l 
mọi neN (đẳng thức sau cùng đúng do Bồ để 3.2.4). Từ đây và đẳng 
thức £fìA= ù (EnG,) ta nhận được 

¿=l 
m`E >3m`(EnG,)+m`(EnAr) 
= 
>m`(EnA)+m°(En A°), 

chứng tỏ Ae £. 

8) Ta chứng minh mà„ là một độ đo trên £. Ta chỉ còn phải 
chứng minh ¿ là ơ—cộng tính. Giả sử (E,),„C£ là một họ tập rời 
nhau từng đôi một. Đặt £= Ù E„. Khi đó Ee£ và do m` là ø— nửa 

n=] 
cộng tính nên 
HE =m`E< Iề mE„ = HE, 
n=l n=ì ` 


Mặt khác, theo Bổ đề 3.2.4 
& Š. ÂÒ 
3 HỆ, = Sm E,= 3m (EnE,) 
H= h= n=l 


=m'|zn Ủ mì, Ì<'£=uE 


n=Ì 


với mọi kœN. Do đó u£> > tu, 
nñ=l 


“ 


Như vậy /£= x ¿¿E„ và định lí đã được chứng minh hoàn toàn R 
n=l 
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3.2.5 Ví dụ. Trên IR xét nửa vành # = [[a, b)la,b€1R và a < b} 
với độ đo À xác định bởi X(Ø)=0, XÍ[z, b))=b—a, mọi Ía, bìe£. 
Gọi X” là độ đo ngoài sinh bởi À, £ là ơ— đại số các tập \` — đo được 
và #= Np: Khi đó mọi gian / CIR (xem Ví dụ 1.2.3) đều x`— đo được 
và X'()=|I| với 

lr|= b—a nếu gian! =<a,b> bị chặn, 
_ |>e nếu gian 7ƒ không bị chặn. 
Rõ ràng nếu 7 =Ía,b), a, belIR thì /eZ và 
Xứ)=À()=b-Ta. 


Giả sử /=[a.b|,a,beIR,ø<b. Khi đó, /=|a,bÌ= [À1, với 


n#=l 


1 = 
l,=|a b+—|eK. Vì I„ [1 Sk, SÀI,2 0245 to nên /€£ và 
” Lú) 
x'Œ)=ñi = lim xÍ- HH = lim [s;+~-a]=»~a=Ml 
;i—. " tim. " 


Nếu /=Ía+oo). aelR. Đặt /„=Ía a+n), neN. Khi đó 
1,e£, l„T1 nên I€£ và /z(1)= lim À(I„)= lim (ä)= eo =I. 
Hì—>:X: n¬x. 
Các trường hợp còn lại có thể được chứng minh tương tự. 


3.3 Định lí thác triển. 


Định lí sau đây tổng kết các kết quả vừa nêu ở các Mục 3.1. 3.2, gọi 
là định lí thác triển độ đo. 


3.3.1 Định lí. (Thác triển độ đo) Giả sử m là một độ đo trên nửa 
vành , nẺ là độ đo ngoài sinh bởi m, còn JL là độ Ão sinh bởi độ đo 
ngoài m`. Khi đó ¡ là một thác triển của m lên ø— đại số £ các tập 
m` — đo được, nghĩa là  C £ và HA —= mA, mọi A1. 

Cách thác triển một độ đo nêu trên thường được gọi là thác triển 
tiêu chuẩn (hay thác triển theo Carathéodory) còn / gọi là thác triển tiêu 
chuẩn của m. 

Chứng mình. Ta chỉ còn phải chứng minh quan hệ €C £ vì đẳng 
thức /„A = mA, mọi Ae# được suy ra từ Định lí 3.1.3 và định nghĩa của 
độ đo :. 
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Giả sử Ae# và E là một tập con bất kì của X. Chúng ta hãy kiểm 
tra bất đẳng thức (3.3'). Rõ ràng là nếu ø”E = +eo thì (3.3'') đúng. 

Giả sử m”E <+eœö. Với mọi e >0, theo định nghĩa của độ đo ngoài 
-_m`, tồn tại (A,),„ C& sao cho 


Ec Ù4, và 3 mÀ, < m”E+e 


n=l n=l 


Khi đó. 


Enac Ù(4,n4), 


¡=[ 


_` % 
EnA°c U(A,n4')= Ù 


a=l a=l 


Az(A,n4)} 


Vì A,,A,ñAAe# mọi øeN và # là nửa vành nên với mọi øeN. tồn 


tại một số hữu hạn các tập Œ„ 7€, đôi một không giao nhau sao cho : 


Ẳ, 
Áy NA, nA)= Ụ Củ, 
&#—l 


Ngoài ra, 
š mC, = mÁU = m(A„ 01A). (3.4) 
Như vậy, 
EnAc Ù(4, DA). EnA'c Ù Ũ cày Q.5) 
„= nel&= 


Bây giờ (3.4) — (3.5) và tính ơ— nửa cộng tính của ??” cho 


^: Ẳ„ 
mh(EnA)+m`(EnA*)< » m(A,nA)+ 3> mC,, 


H1] #=l 


< ` m(A,nA)+ 3 mA,— 3S m(A,nA) 


n=] „m] s=] 


bu * 
<5 )mA,<m E+c. 


nñ=l 


Vì c>0 tuỳ ý nên ta được (3.3''). Vậy Ae£ và định lí đã được chứng 
mình. E 
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3.3.2 Định nghĩa. Giả sử mò là một độ đo trên nửa vành . Độ đo 
m được gọi là đư nếu từ Ae#, mA=0 và ECA kéo theo £e® (và 


do đó øòE —0). Lúc này ta cũng nói không gian độ đo (X, &, m) là đủ. 
Một số tính chất đáng lưu ý của độ đo thác triển tiêu chuẩn ¿: được 
nêu lên trong định lí sau. 
3.3.3 Định lí. Giá sử m là một độ do trên nửa vành fS, ịL là thác 


TT, v .. Pu + - h „8: “ ˆ * * + 
triển tiêu chuẩn của m lên q— đại số £ các tập mn — do được. Khi đó 


(lì Néều X= Ù Á„ với A,C€Ñ mọi neN và mA, < +oo thì không 
LÊN) 
những m là ơ— hữu hạn mà mở rộng tiêu chuẩn 4! của nó cũng vậy, 
(1) „† là độ do đu, 
(ti) EẨOF(®?). Ngoài ra, nếu tt là ơ— hữu hạn thì Ae£ khi và 
chỉ khi : 
A=B`N hay A=BUN (3.6) 
trong đó BeTr(Ñ), 6N =0 với nà là độ đo ngoài sinh bởi m (FŒ) 
tà œ— dại sở sinh bởi Ñ). 
Chứng mình, Khẳng định (0) là rõ ràng. Ta chứng mình (¡) và (1ì). 
(ii) ø là đủ. Thật vậy. nếu AC 8 mà /8=0 thì 0< mÌA < mB= 
¡B =0. Do đó mÌA =0 và Ae£. 
đi) £2ZŒ) vì £ là ø— đại số và Z2&. Giả sử ¿ là ø— hữu 


hạn. Nếu A4 có dạng (3.6) thì hiển nhiên Á€ £, Ngược lại, giả sử A £. 
'Ta xét các trường hợp : 


* Nếu /¿A <-+oœc. với mỗi keN. tồn tại một họ (F. } 


“=5 


C®Ñ sào 
N 


cho Ù?, 5A và 
t{ 


SP, <tA + 
ti : ẹ 


Đặt 8, = Ù, và B= [Ì H,. Khi đó 8e/Ƒ() và 8 A. Ngoài ra, 
In k-l 


11- HSBST lối 


uB < uB, < ŠŠ mP, HAT mọi keN. 
¿=l ý 
Như vậy ¿B< ¿Á nhưng vì ÁC 8 nên ¿A </B và ta được A = B. 
Đặt VN =8\A thì uN =0 và 
A=B`vN. 
Vậy A có đạng nêu trong (3.6). 


` 
* Nếu ¿A=+oc, vì ¡u là ơ—- hữu hạn nên X=JA, với 
„=l 


HX, < +©œo, mọi ¡0eN, Do vậy 


A=AnX= ỦÙ(Anx,)=Ù 4, 


=l n=Ì 


với Á, = ATX„€£ và uðA„ < +oe. 


Theo chứng minh trên, mỗi ø€«N, tổn tại 8 2A, sao cho 
H(B,VA,)=0, B,eƑ(R)C £. 


Đặt 8= Ủ B, thì 8eF(), B2A và (để ý B,NAe £) 


¡=] 


®% 
N=B*A= U(B,\A), 


a=l 
HN =u{BXA)< S 0(B,\A)< Ð ð(B,\A,)=0. 
n#=Í n=[ 


Như vậy trong trường hợp này A cũng có dạng (3.6). Định lí được chứng 
minh hoàn toàn l 

Chú ý. Để ý rằng nếu Ae£ thì XVAe£ và ta cũng có 
XXA=#'VN' với B'eF(K) và ¿N?=0. Từ đó 

A=(XVB)UN!=B"UN', 

với 8”= XXB!eƑ(K). Đây là dạng thứ hai trong (3.6). 

Đến đây, một cách tự nhiên các câu hỏi sau nảy sinh. 

(œ) Nếu ta tiếp tục thác triển tiêu chuẩn ¿: thì ta có nhận được điều 
gì mới không 2? 
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(8) Thác triển tiêu chuẩn như trên có là duy nhất (theo một nghĩa 
nào đó) không ? 

Các vấn đề nêu trên được giải quyết trong các định lí sau. 

3.3.4 Định lí. Giả sứ m là một độ đo trên nửa vành & và ù là 
thác triển tiêu chuẩn của nó. Nếu m`, ¡` tương ứng là các độ đo ngoài 
sinh bởi m và thì m E— HE với mọi EC X. Hệ quả là mở rộng tiêu 
chuẩn của ti trùng với chính nó. 

3.3.5 Định lí. Giá sử ¿: là thác triển tiêu chuẩn của độ đo m trên 
nữa vành &@ lên g— đại số £ và 4a là ơ— hữu hạn. Nếu U cũng là một 
thác triển của m lên một ø— đại số SOK thì UA=HA với mọi 
Ac£n.S. Nếu thêm nữa, u là độ do đủ thì CC 5S. 


BÀI TẬP 


Từ đây về sau các kí hiệu m”, È được dùng để chỉ độ đo ngoài 
sinh ra bởi các độ đo + hay ¿: tương ứng. 

3.1. Cho mè là một độ đo trên nửa vành # (các tập con của một tập X 
nào đó), AC X. Chứng tỏ rằng 


mÌA = inf(S) mÃ, I[A,), C&, A,n A„ = 


na=] 
nếu =1, J„A, 2 4Ì. 
Hướng dẫn. Sử dụng Bài 1.5. 

3.2. Cho # là một nửa vành các tập con của X và (X, #&, ;) là một 
không gian độ đo. ¿” là độ đo ngoài sinh bởi ¿. Chứng tỏ rằng tập 
ACX là z— đo được khi và chỉ khi 
H(E)>p”(EnA)+”(EnA*), mọi EeK và ð(E)< +oe, 

3.3. Cho ¡ là một độ đo ngoài trên X, (E,), là một dãy các tập /:— đo 


được (Định nghĩa 3.2.1) và rời nhau từng đôi trong X. Chứng tỏ 
rằng với mọi AC X thì 
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3.4. 


3.5. 
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n(An|U2-£,Ì= È ,(AnE,), mọi Ac X. 


m=]l 
Cho ¿ là một độ đo ngoài trên X, AC X. Gọi £ là ø— đại số các 
tập /— đo được. Hãy chứng tỏ rằng Ae £ khi và chỉ khi : 


Ve>0. 3Eeứ/.ECA sao cho /(AXE)<c. 
Cho ¿ là một độ đo ngoài trên X và (A, JÀ là một dãy các tập con 
của X. Giả sử rằng tồn tại một đãy (8,) các tập — đo được, đôi 
một rời nhau sao cho A„C 8, với mọi neN. Chứng tỏ rằng 


u{ Ù A„) = b HA, } 


¡= w=l 


Hướng dẫn. Đặt A-— Ù 4y. Sử dụng Bài 3.3 và lưu ý rằng 


„=] 
Af1B, = A„. 
Cho / là một độ đo ngoài trên X và A là một tập con /i— đo 
được của X. Chứng tỏ rằng với mọi tập con £ của X ta đều có 
HAUE)+ {An E)= n(Ä)+ n(E). 
Hướng dẫn. Sử dụng tính /;— đo được của A để có (AU!E) = (A) + 
HÍEOA*Ì. Cộng hai vế đẳng thức này với /(An\E) thì được điều 
phải chứng mình. 
Cho 77 là một họ khác rổng những tập con của X và 
ƒ:F. |0.+oo] là một hàm tập. Định nghĩa /:Ƒ —>|0,+oo] bởi 
¿{ố)=0 và 
¡(4)=inf|È /(A,)I(A,), CF xàÁCUXIAj 
w=l 
với mọi tập con AsØ của X (để ý rằng ta luôn quy ước 
inŸ Ø = +oc). Chứng minh rằng ¿: là một độ đo ngoài trên X. 
Cho m là một độ đo trên nửa vành # và ¿ là thác triển tiêu chuẩn 


của m lên ơ— đại số £ các tập m — đo được. Giả sử Ae£ và 


3.10. 


3.11. 


/¿A < +oc. Chứng tỏ rằng khi đó tồn tại một họ (A¿)„ C6 sao 


cho với mỗi neN, A,= ÙF„,, (Eu), C1, E„ AE, = ố khi 


t— 


Í = j và sao cho # = Ì A,ÐA và ø(HXA)=0 


w=I 
Cho ø là một độ đo trên ø— vành #£, AC X. Hãy chứng minh 
rằng 

a) Nếu #”A < +œ thì Ve >0, 38ew, B2 A sao cho znB < nỄA +, 
b) mÁ = InỆ {mE|E e#, E 2 A}, 

c) Tồn tại C€# sao cho CĐ A và mÌA = mC nếu nA < +oe. 
Cho ơ, ¿, 6 như ở Bài 3.8. Giả sử AC X thoả mãn ở A < +. 
Chứng tỏ rằng tồn tại Øe/Z(/) (F(#) là ơ— đại số sinh bởi #?) 
sao cho 8A và m°A=/uB. Nếu thêm Ae£ thì có thể kết luận 


#É‹{€BNA)=0. Chứng tỏ rằng lúc này A* cũng có thể được viết 
dưới dạng 


A' = BUN' với 8B! e7(&) và nÈN!=0. 
Giả sử X là một tập khác Ø. ={Ø. X]}. Đạt m:€ —>IR với 
m(Ø)=0, m(X) =1. 
a) Chứng tỏ rằng mè là một độ đo trên ZZ. 
b) Xác định độ đo ngoài m” sinh bởi øm:. 


c) Xác định ơ— đại số £ các tập  — đo được và độ đo /: là thác 
triển tiêu chuẩn của ?:. 


„ Cho m, ¡, £ như ở Bài 3.8. Chứng tỏ rằng nếu £C X thì 


=inf{uAlA 2£, Ae £}. 


Từ đó suy ra rằng tổn tại Œ e £ sao cho G 2E và _Œ = mì`E. 


3. Cho mm, , £ như ở Bài 3.8 và EC X. Giả sử rằng với mọi >0, 


tổn tại A. #e#® sao cho 


ACECB vàm (BV\A}<e. 
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Chứng tỏ rằng 
a) tồn tại #, Ke“£ sao cho 
HCECXK và nÉKXH)=0, 
b) Ee£. 
3.14. Cho ¿ là một độ đo ngoài trên X. Giả sử A là một tập không (phải : 
là) ¿— đo được và £ là một tập /— đo được của X sao cho 
ACE. Chứng tỏ rằng khi đó (E\A)>0. - 


§ 4. ĐỘ ĐO LEBESGUE? TRÊN IR: 


Trong mục này chúng ta sẽ sử dụng lược đồ thác triển tiêu chuẩn ở 
§3 xây dựng độ đo Lebesgue trên IRÍ. Để thuận tiện cho việc theo dõi 
chúng ta sẽ thực hiện một cách chỉ tiết cho trường hợp #&=l. Trường 
bợp &>l được thực hiện hoàn toàn tương tự mà không gặp khó khăn 
nào đáng kể. 

4.1 Độ đo Lebesgue trên IR 

® Ta nhắc lại rằng một gian trên IR là một tập con của IR có một 
trong các dạng sau : [a, bị, |4, b), (a, b], [a+oo), (a,b), (a,+œ), 
(—œ, b), (—œo, b|, (—=oo,+oo)}, 4, be]R. Ta sẽ kí hiệu một gian với hai 


đầu mút ø, b(a, b€1R) là (a, b). Theo Ví dụ 1.2.3 (ï), họ & tất cả các 
gian là một nửa vành và được gọi là nửa vành các gian trên IR. 
e Trên # ta định nghĩa một hàm tập mm: —>IR như sau : mọi 
Pe£, P-=(a, bì”, a, belR 
b~a nếuPz, 


mP — 
0 nếu P = ÕØ. 


(lưu ý các phép toán trên IR ở 2.2.1). Khi đó ta có : 


P? Henri Lebesgue (1875 — 1941) là nhà toán học kiệt xuất người Pháp, là một trong những 
người xây dựng nên lí thuyết độ đo và lí thuyết tích phân trình bày trong giáo trình này. 


P” Nếu b< 2 thì ta quy ước P = ố. 


ló6 


4.1.1 Bổ đề. m là một độ đo trên nữa vành các gian E. 

Chứng mình. Rõ ràng rằng m không âm và m(Ø)=0. Ta còn 
chứng minh z¡ là ơ— cộng tính. 

Giả sử P. P;e£,¡eN, hnP,= ð, nếu ¡z j và P=lX,P,. Ta sẽ 
chứng minh rằng 


mP = Ÿ} mP.. | (Œ®) 
r=l 


Giả sử ? = (4, b) = ố (trường hợp P = Ø (*) hiển nhiên đúng),  = (4,, b;), 
¡eN. Ta xét hai trường hợp sau : 

(œ) Tồn tại /eN sao chơ 4 =a hay b;=b. Giả sử có /¡eN với 
ứ, =a (trường hợp còn lại chứng minh tương tự). Lúc này ta có thể coi 
(nếu cần có thể sắp xếp và đánh số lại) ? =( nh tin) VỚI cạ=a và 
œ 7b (khi ?— oo). Khi đó 


S mP, = Sm tụ %„¡)= lim Đưệc, Si) 


im [œ, —a]|=b—a= mía. b) = mP. 


(3) a;=ø và . =b mọi ¡eN. Tương tự như trên, ta có thể đánh 
số lại để có  =(G, c,¡), Í€Z, với œ ` ,a khi ¡—>T—oœo và œ /*b khi 
¡—› +o©o. Lúc này 


SỞ mp = 3Ö mắc, cv0)= lim Š mắc gu) 


t=—^: (f=—% NT Xi=~n 


= lim ly € (0Ì =b—a=m(a, b) = mP Ñ 


n—>~¿ 
4.1.2 Định nghĩa. Thác triển tiêu chuẩn ¿ của độ đo m trên nửa 
vành các gian lên ø— đại số £ các tập m` — đo được (Định lí 3.3.1) 
gọi là độ đo Lebesgue trên IR.£ gọi là g— đại số các tập đo được 
Lebesgue trên IR. Mỗi tập thuộc £ gọi là tập đo được Lebesgue hay 
(L)— đo được. 
Nhắc lại rằng nếu A CIR thì 


nẺÁ = inf| Ö mỹ Lữ; là gian ieN, Ùn24). (4.1) 
#=l 


¿=t 


Hơn nữa theo Nhận xét 3.1.4 họ các gian (P;), trong (4.1) có thể được 
chọn sao cho chúng rời nhau từng đôi một. Tập A là đo được Lebesgue 
khi và chỉ khi 

mE>m(EnA)+mỄ(EVA), VE CIR 
và lúc này ¿` A = /A. 

Tuy được xây dựng theo lược đồ tổng quát ở §3 nhưng do tính đặc 
thù riêng của tập số thực IR, độ đo Lebesgue trên IR có một số tính 
chất đặc biệt nêu trong các hệ quả và định lí dưới đây. Tuy nhiên ta bắt 
đầu với các nhận xét sau. 

4.1.3 Nhận xét. 

() Độ đo Lebesgue trên IR là một độ đo đủ và ø— hữu hạn. 

(¡ Dễ thấy rằng ø— đại số sinh bởi nửa vành các gian #? cũng là 
ø— đại số Borel trên IR. Do đó mọi tập Borel đều đo được Lebesgue. 
Đặc biệt. mọi tập mớ. tập đóng, các tập dạng G,, #„ đều là những tập đo 
được. Hơn nữa mọi tập đo được Lebesgue đều bằng một tập Borel trong 
IR thêm vào hay bớt đi một tập có độ đo 0. 

4.1.4 Bồ đề. Với mọi A CIR, 

* * ` ^ > # kh 
mì A=int| È mài U A.ÐA, A¿ là khoảng mở (4.2) 
&K~] k=l 

Chứng minh. Thật vậy, gọi c2 3 lần lượt là các số xác định bởi vế 
phải của (4.1) và (4.2). Khi đó vì mỗi khoảng mở đều là một gian KHUỜG 
®#) nên œ <8. 


Nếu œ = +œ thì 3= +oc và œ = Ñ. 
Giả sử q<+oo và (DJ) C&, Ù SA. Khi đó không mất tính 
¿=I 
tổng quát có thể coi 5> mP, <+œ. Lấy c>0 tuỳ ý. Với mỗi ¡eN, ta 
;r=] 


chọn khoảng mở A,Đ # sao cho : 


mAÀ, < mP, Xn 


Rõ ràng là Ù A,  A và 


;= 
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Từ đây suy ra 3<œ + và do c >0 tuỳ ý ta có 3<. Như vậy =3 B 

Từ Bổ để 4.1.4 ta suy ra ngay các hệ quả sau, trong đó Hệ quả 4.1.5 
nêu lên đặc trưng của một tập có độ đo không trong IR. 

4.1.5 Hệ quá. Táp N CIR có độ do 0 khi và chỉ khi với mọi c >0, 
tồn tại một số hữu hạn hay đếm được các khoảng mở (A, Ì; phú N và có 
tổng độ dài bé hơn ec, nghĩa là UA, 5N và ))mA, <e 

# # 

4.1.6 Hệ quả. Mọi rập hữu bạn hay đếm được trong !§ đều do được 
và có độ đo 0, 

Như vậy tập các số hữu tỉ Q là đo được Lebesgue và có độ đo bảng 


0. Định lí sau đây cho ta các đặc trưng của tập đo được Lebesgue trên IR 
và cũng là một kết quá quan trọng và sâu sác của mục này. 


4.1.7 Định 1í. Giả sứ AC 7R. Ba mệnh đề sau là tương đương. 

(j A là do được LebesgHe, 

(ii) Ve>0, 3GÐA. Œ mở và sao cho m (ŒNA)<e. 

(ii) Vve>0, 3FC A. F đóng và sao cho m(AXF)<e. 

Chứng mình. 

{i) = (1). Ta xét các trường hợp : 

a) /Á< +œo. Theo Bổ để 4.1.4. với mỗi e >0 tồn tại một họ các 


khoảng mở (A,),_„„ sao cho 


` ` ' 
Ụ Á, ĐA. 3) mÀ, < hA+e. 
k= ket 


Đặt G= ỦÙ A, thì G mở, G2 A và 
ke] 


HH S 5%) mÃ, < HÀ +. 
k=I 


Vì ø„A < +œ nên (GŒNA)= HH — .LA <€. 


I69 


b) ¿A =+oc. Vì IR= Ù [—n: nÌ nên 


n=l 


A=AnIR = Ù(AnjT—a. nÌ= Ù A,, 


Lo LÀN 


với A, = AfÌ~n, n] đo được và có độ đo hữu hạn. Do đó theo a). với mỗi 


neN tồn tại Ơ, mở, Ớ, 2 A, và H(G, NA,)<< m- Khi đó G= ỦG, 
“ˆ tai 


là mở và G  A. Ngoài ra, 


u(GXA)< 3 n(G,XA,)< Š =—=—<c€ 
m=Ÿ 


„=] 2m 2 


G) = Œ). Với mỗi neN, tồn tạ Ớ,2A.G, mỉ 


°: 
< 
từ 


m`(G,NA)<~. Đặt B= ÄG, thì 8e£ và 82A. Vì 
„ n=l 


mˆ(B\ A)< mÌ(G,NA}<~, mọi neN 
H 


nên ø`(B\A)=0. Vậy B\XAe£ và do đó A=8\(B\A)e£. 
ú) © (ii). 
Ae£©A e6 
©ÍWe>0. 3G 2 A“,G mở và mì (G\ A*) < c) 
®W>0, 3F=G° CA, Ƒ đóng, mì(ANF) =m`ÍGN A*) < c) R 
4.1.8 Nhận xét. 


Œ) Người ta có thể xây dựng độ đo Lebesgue trên IR bằng nhiều 
cách khác nhau, chẳng hạn : 


(œ) Gọi nửa vành các gian trên IR và c7 là họ gồm hợp một số 
hữu hạn các gian rời nhau. Khi đó là một đại số trên #. Trên c7 ta 


định nghĩa một độ đo như sau : nếu Ae7. A= (a,, b,) thì 
¿=]1 


M= š mía, b) 


¿=l 
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(để ý rằng ở đây các gian («,, ð,) rời nhau từng đôi và m(ø,, b,) chỉ độ 
dài của gian (4, b,)). Gọi X` là độ đo ngoài sinh bởi À và À là thác 
triển tiêu chuẩn của À lên ø— đại số Z các tập x  — đo được. Khi đó 
Ê=£ và ^=(nu và £ chỉ độ đo Lebesgue và ø— đại số các tập đo 
được Lebesgue trên IR :như thường lệ). 

(3) Gọi # = Í[a. b)la, be1R, a < b}. Thác triển tiêu chuẩn của độ 


đo x định nghĩa ở Ví dụ 2.2.3 [^Ía. b))=b—a] cũng chính là độ đo 
_Lebesgue trên IR. 


(1 Độ đo Lebesgue trên IR bất biến đối với các phép dời hình. Tuy 
nhiên phép chứng minh khẳng định này không đơn giản và sẽ không được 
trình bày ở đây, : 

(ii) Không phải mọi tập của IR đều đo được Lebesgue. nghĩa là 


cz(IR). Sau đây là ví dụ về một tập như thế. Ví dụ này thuộc về G. 
Viali 


4.1.9 Ví dụ. (Tập không đo được Lebesgue trên IR)“” Gọi là độ 
đo Lebesgue trên IR. Trên [0, l| ta xét quan hệ ~ xác định như sau : 
x,yel0, l], x~ y khi và chỉ khi x— y là một số hữu tỉ. Dễ thấy rằng ~ 
là một quan hệ tương đương trên [O, !|. Khi đó ÍO, Ij được phân hoạch 
thành các lớp tương đương. Gọi E là tập con của |0, !]Ì sao cho giao của 


nó với mỗi lớp tương đương nói trên gồm đúng một điểm (tập £ như thế 
tồn tại theo tiên đề chọn). Khi đó £ không đo được Lebesgue. 


Chứng mình. Giả sử E là đo được Lebesgue. Ta đánh số tất cả 
các số hữu tỉ trong |[—1.l} là ñ.?, nu... Với mỗi nñeN đặt 
E„={r,+xIxeE} và nhận xét rằng E, là đo được Lebesgue. Bây giờ 
dễ thấy rằng E„f1E„ = Ø nếu nzm: và „E„ =„E mọi neN (vì ¿ bất 
biến đối với phép tịnh tiến). Hơn nữa, Í0, I}C Ù E„ CÍ—I, 2]. Theo tính 


n=l 


Ø— cộng tính của ¿: ta có 


0 Mọi ví dụ về tập không đo được Lebesgue trên IRỶ đều được xây dựng đựa vào tiên để 
chọn. Năm 1965 R. Solovay (Notices Amer, Math. Soc. 12, 217) chỉ ra rằng nếu không sử 
dụng tiên để chọn người ta không thể xây đựng được ví dụ vẻ tập không đo được Lebesgue 
trên IRẺ, 
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„CŨ b)= È(E,)=. lim ntE < nẲ[—1, 2])=3. 


n=l n=l 


Từ đây ta được /£ =0 và do đó /(Ù E,)=0 nhưng điều này không thể 


HHÌ 


xảy ra vì [0 lÌC Ù E„ và ø|0, lÌ= 1. Vậy E không đo được Lebesgue l 


n=l 
4.2 Độ đo Lebesgue trên IRỶ (¿ > ]). 
Trong mục này ta sẽ trình bày vấn tắt cách xây dựng độ đo 
Lebesgue trên IRỶ. Ta sẽ gọi một gian trên IR là một tập có dạng 
& : 
A= la, B) 
¿ml 
=Í(&---., K¿)eIRF lE, =ú%, B), =1... k} 
trong đó (a,, b) là một gian trên IR, mọi ¡@N. Ta có thể chứng minh 
trực tiếp rằng họ tất cả các gian trên IRỶ. kí hiệu là Ý, là một nửa vành. 
Tuy nhiên. ta sẽ chứng mình một kết quả tổng quát hơn. 
Giả sử cho Ä3š.:--. Ñ© là ø nửa vành nào đó các tập hợp. Tập 
Ñ ={A XÂ¿X:s:XA, TA 6Ñ, í= lo, n} 


gọi là tích cúa các nửa vành #©.--:, ©, và kí hiệu là 


Mĩ 


&=Ñx--xK, = [TK 


4.2.1 Bổ đề. Tích của một số hữu hạn các nữa vành là một nửa vành. 

Chứng mình. Chúng ta chỉ cần chứng minh tích của hai nửa vành là 
một nửa vành là đủ. Giả sử &, #2 là hai nửa vành. Sụi ®*=Ñxã. Vì 
cả 44 và #¿ đều khác Ø nên £ z Ø. 


* Giả sử A.Be£, khi đó A=A,x4;, 8= B,xB, với A,, B,eK 
còn 4;. 8, 6e“. Khi đó 


AnB=(AixA;)n(BịxB,) =(Ain B,)x(A¿B,)<K 


vì AB,eñ® còn A;(18; e6. 
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* Giả sử A. Be#, có biểu diễn như trên và hơn nữa A2 8. Khi đó 
Ai B, và A:OB;. Vì Ñj và &¿ là các nửa vành nên có €¡,--:, C„ €#j 
và Dị. D,eÁà với CC, =ð, Ð.ñD, = Đ khi íz j sao cho 
ự 


A8 =ÚC, 4;\8.=Ú 0D, 
;=U 


Ắ] J= 


Từ đây 


A=ÚC,. A;= Ú D,. với Cạ= B,, Dụ = B, 


imH j=0 


và do đó 


bì) 
Ax4;=ÙGxÚÐ,= U Eạụ. 
;=0 x0 ˆ ¡=U.....DD 
Để ý rằng các tập #,„ đôi một không giao nhau (Eạ=ŒxÐ,) và 


đụ = B.,xB; nên 
(AxA:}\(xB,)=AVX8= U Eụ 
..z(0iu} 
Do đó #? là một nửa vành 
4.2.2 Hệ quả. #ọ ` tất cả các gian trên IRẺ là một nửa vành. 
Chứng minh, Là hệ quả trực tiếp của Bổ đề 4.2.1 (để ý rằng họ các 
gian #? trên ÍR là một nửa vành và #Í =Z2x#x::-# (# lần )IR 
Bây giờ trên nữa vành các gian ®&“. ta định nghĩa một hàm tập 
=~ . & 
w:° —v]R như sau : y(ð)=0 và nếu Ae#“, A= []{ø,, b)z Ø thì 
4Ì 


v(A)= ñ mía;, b,), 
xJ 


‡ 
trong đó m(ø,, b,) là độ đo của gian (ø¡, 5) định nghĩa ở Mục 4.1 (lưu ý 
các quy ước về các phép toán trong IR). v(A) thường được gọi là “thể 


tích” của gian A trong IRẺ. Ta có kết quả sau. 


4.2.3 Bồ đề. Hàm tập v là một độ đo trên nửa vành TỶ, 

4.2.4 Định nghĩa. Thác triển tiêu chuẩn g“ của v trên nửa vành 
các gian £“ lên ơ— đại số các tập » — đo được £' được gọi là độ đo 
Lebesgue trên [R*. Lúc này # được gọi là ơ— đại số các tập đo được 
Lebesgue còn mỗi tập thuộc £“ được gọi là một tập đo được Lebesgue 
(hay (L)— đo được) trong IRẨ. 


Độ đo Lebesgue trên [R“ có những tính chất tương tự như độ đo 
Lebesgue trong IR cho trong Nhận xét 4.1.3. Bố đề 4.1.4, Hệ quả 4.1.5 — 
4.1,6 (các khoảng mở A, được thay bởi các hình hộp mở trong IRỶ), 


Nhận xét 4.1.8. Chẳng hạn. ¿“ là đủ và ơ— cộng tính ; ơ— đại số 


F(£*) chính là ø— đại số Borel trên IR“ và ta có Z(&*)C #. Như vậy 
mọi tập Borel đều đo được Lebesgue. Các kết luận trong Định lí 4.1.7 
cũng còn đúng cho các tập thuộc IRf. Cụ thể ta có : 


4.2.5 Định lí. Giả sử A C IRẺ. Khi đó ba mệnh đề sau là tương đương. 
(Ù A là đo được Lebesgue, 


(ii) Ve>0, 3G A,Œ mở và sao cho v`(GÝNA) <e, 
(ii) Ve >0, 3FC A, F đóng và sao cho vi (ANF)<e. 


BÀI TẬP 


4.1. Gọi S là nửa vành các tập dạng |4. bì, a,beIR. Trên S ta định 
nghĩa một hàm tập m với mÍØ)}=0 và mÍ[a. b))= +oo nếu 
|4. b) = Õ. 
a) Chứng tổ rằng mø là một độ đo trên S. 
b) Xác định m” và ơ— đại số £ các tập m` — đo được. 
c) Chứng tỏ độ đo đếm » trên £ là một mở rộng của ø: lên £ 
nhưng À `” (mở rộng lên £ là không duy nhất). 
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4.2. 


4.3. 


4.4. 


Gọi m` là độ đo ngoài sinh bởi độ đo m trên nửa vành các gian 
trên IR*. Giá sử E CIRỶ. Chứng tỏ rằng ba mệnh đề sau là tương 
đương. 


() È là đo được Lebesgue, 

( Tồn tại tập K loại G,, K3E sao cho m`(KX£)=0, 

ti Tồn tại tập # loại , HC E sao cho m(EV\H)=0. 

Cho ACIR. Chứng minh rằng A đo được Lebesgue và có độ đo 0 khi 


và chỉ khi với mọi e >0 tồn tại một dãy các khoảng mở (A„) 4 SảO 


cho mỗi xe A đều thuộc về vô số khoảng A„ và sao cho 


s mAẦ„<€. 

w—Ì 
Gọi ® là nửa vành các gian trên [R. Ta xét hàm tập m: —› IR 
xác định như sau, mọi Pe#, P=(4, b) (nếu b<z thì ta quy ước 


P=ðØ). a,beIR 


b~a nếu Pz Õ, 
mP = " 
0 nếu ? = Ø. 


Chứng tỏ rằng 
(a) Nếu P,ñ,-,R.eR, U¡D=P và PnP,=Ø, iz=j thì 


& 
3_mh, = mP, 


4 £ 
(c) Nếu P, P.---, e1 mà PC J?P, thì mP <5 mP, 
¡=l 


i= ¿=l 


(đ) m là ø— cộng tính. 
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4.5. 


4.6. 


4.7. 


4.8. 
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Trên IR ta xét độ đo Lebesgue. Chứng tỏ rằng nếu AC IR thì 

mA = inf {uG 1G mở và G S A}. 
Trên IR ta xét độ đo Lebesgue ¿¡. 
8) Giả sử A là một tập con đo được của [a, b|. Xét hàm số 
#:|a, bÌ—>IR xác định bởi 

£()= ,”(Anila, xÌ). x e [a. bị. 
Chứng to rằng ƒ liên tục trên la, ð]. 
b) Giả sử ACCIR là tập đo được, ¿4 = p >0. Chứng tổ rằng khí đó 
với mọi ¿e(0, p), tổn tại một tập con # đo được của Á sao cho 
¿B= qg. 
Trên IR ta xét độ đo Lebesgue ¿(. Cho A CIR. 


(1) Chứng minh rằng nếu AC LÙ(z„, b„) thì với mọi x1R ta có 


L9) 


A+AC Ù (N+w„ x+b„} —ÁC Ù (—b„, —ay}. 
LẠN| mà] 
() Sử dụng kết quả câu (¡) để chứng minh rằng nếu A đo được 
Lebesgue thì /(x +- A)= /A = /(—A). 


Cho ¿.b€lR và ACIR. Đặt ¿A+b= (av+blxeA}. Chứng tỏ 
rằng 

a) ư” (aA +b) =lalm`(A) (m” là độ đo ngoài sinh bởi độ đo m trên 
nứa vành các gian), 

b) Nếu A đo được Lebesgue thì 4+ cũng vậy và ta có 
_u(aA + b) =|a|¿A (p là độ đo Lebesgue). 


§ 5. HÀM ĐO ĐƯỢC 


Trong các giáo trình giải tích cổ điển ta đã biết là các hàm liên tục 
có khá nhiều tính chất tốt. Tuy nhiên lớp hàm này lại không đóng kín đối 
với phép lấy giới hạn. Nghĩa là giới hạn ƒ của một dãy các hàm liên tục 

-(chẳng hạn trên một khoảng / C IR) không nhất thiết là hàm liên tục”, 
Trong chương này chúng ta sẽ nghiên cứu các hàm số được gọi là “hàm 
đo được”. Lớp các hàm này rộng hơn lớp các hàm liên tục đồng thời lại 
đóng kín đối với các phép toán giải tích. khắc phục những hạn chế của 
lớp các hàm liên tục. Các hàm đo được sẽ đóng một vai trò quan trọng 
trong lí thuyết tích phân Lebesgue (Chương 4). 


Cho X là một tập tuỳ ý khác rỗng và ;A là một ơ— đại số trên X. 
Lúc này cặp (X, zÄ) sẽ được gọi là một không gian đo được và môi tập 
Ae +A sẽ được gọi là một ráp đo được (hay zÀ— đo được) trong ÄX. 

Giả sử AC X và ƒ:A-›>IR. Để ngắn gọn, từ đây về sau ta sẽ sử 
dụng kí hiệu A[ƒ >az], (aelR) để chỉ tập hợp {xe AI ƒ(+) >a}. Các kí 
hiệu A[ƒ >a|, A[ƒ <a|. A[ƒ <al, A[ƒ =gÌ... cũng được hiểu cùng 
một cách như vậy. 

5.1 Định nghĩa hàm đo được. 

5.1.1 Định nghĩa. Cho (X. »A) là một không gian đo được, AecxA 
và ƒ:A —>IR. Hàm ƒ được gọi là đo được trên A đối với ơ— đại số ;ÀÄ 
(hay ƒ là zÄ— đo được””trên Ä) nếu 

A[ƒ >a]e zA, mọi aeIR. (5.1) 


5,1,2 Bổ đề. Hàm ƒ : A —IR là đo được khi và chỉ khi một trong ba 
điều kiện sau thoả mấn : 


Ø Một điều khá thú vị là chính Cauchy cũng đã nhầm lẫn khi cho là hàm giới hạn / là liên 
tục và đã đưa ra một phép chứng minh (hiển nhiên là không đúng !) trong tập Bình giảng về 
Giải tích của mình xuất bản năm 1821]. 


C” Khi xA đã được chỉ rõ và không sợ nhầm lẫn ta cũng nói đơn giản ƒ là đo được. 
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A[ƒ >aÌe zA, Va e1R, (5.2) 

A[ƒ <aÌe „A, Va e 1R, (5.3) 

A[ƒ <aÌe xA, Vac1R. (5.4) 
Chứng mình. Để ý rằng do 

Alƒ <aÌ=AVA[ƒ >al, 

A[ƒ <aÌ= AXA[ƒ >a] 


và zA là ơ~ đại số nên (5.1) tương đương với (5.3) và (5.2) tương đương 
với (5.4). Để chứng minh bổ đề ta chỉ còn phải chứng minh (5.1) tương 


nền 


nề] 


đương với (5.2). Giả sử có (5.1). Vì [ø, +oo]= f\} |‹->. +oo° 
n 


AI/>s]="'(ø+s)=/"|À 


"=l 


s.. 


=n/" 


+ 


c xA. 


a~x+eel]=DAl7>a~z 
h „ ñn 


Chiều ngược lại được suy ra bằng một lập luận tương tự với lưu ý rằng 
(a. +oeo]= ù 


n=l 


] 
a+~, +a| 
” 


5.1.3 Nhận xét, : 

() Rõ ràng rằng định nghĩa hàm đo được ở trên chỉ phụ thuộc chủ 
yếu vào ơ— đại số ;A trên X mãä không phụ thuộc vào bất cứ độ đo nào 
trên z4. 

(ii) Dễ chứng minh được rằng nếu ƒ:A->IR (ƒ chỉ nhận giá trị 
thực) thì ƒ đo được trên Áe zA khi và chỉ khi ƒ”() e „A, với mọi tập 
Borel Ø trong IR. 

G1) Nếu X là một không gian tôpô, zÀ= Ø(X) (ơ— đại số Borel 
trên X) và ƒ là Ø(X)— đo được thì ta cũng nói ý là đo được Borel trên 
X hay ƒ là hàm Borel. 
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Trường hợp X =IR”, zA= £' và ƒ là £'— đo được thì ta cũng nói 
là ƒ đo được Lebesgue hay (L)— đo được. Một hàm ƒ đo được Borel thì 
đo được Lebesgue: Cũng để ý rằng nếu ƒ :IR" —›[IR thì 

(7 liên tục) © (ƒ ` {(a, b)} là mở, a,b e1IR), 


(7 là (L)~ đo được) © (ƒˆ '((a, b)}e £, a, be1R). 


Như vậy các khái niệm liên tục và đo được rất “gần” nhau và rõ ràng rằng 
nếu ƒ là liên tục thì ƒ là (L)— đo được (điều ngược lại nói chung là 
không đúng, xem Ví dụ 5.1.4). 

Ta kết thúc nhận xét này bằng lưu ý nhỏ sau : cho dù ƒ:IR —>IR là 
liên tục thì cũng có thể tồn tại tập đo được Lebesgue CCIR sao cho 
ƒˆ(C) không đo được Lebesgue. 


5.1.4 Ví dụ. 

(a) (X, z4) là không gian đo được, Áe zA và ƒ là hàm hằng, nghĩa 
là ƒ(x)=cIR, mọi xe A thì ƒ là hàm đo được. : 

(b) (X. zA) là không gian đo được AC X. Từ định nghĩa hàm đặc 
trưng của tập A, kí hiệu là XA(}), như sau : 


l nếu x e A, 


XAŒ+%)=1 -_ 
0 nếu + ế A. 
Khi đó z„(.) đo được khi và chỉ khi A e zA. Thật vậy, vì với mọi zeIR, 


ố nếuz>l, 
X[XA>al=‡{X nếua<0, 
A nếu0<z<l, 


nên khẳng định được suy ra từ định nghĩa của hàm đo được. 
(c) Nếu ƒ:IRỶ —IR là hàm nửa liên tục dưới trên X .(theo định 
nghĩa, với mọi zeIR, {xeIR*lƒ(x)< a} là đóng) thì ƒ đo được Lebesgue. 
5.1.5 Một số tính chất đơn giản của hàm đo được. 
Các tính chất sau đây được suy ra ngay từ Định nghĩa 5. l.1. 
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() Nếu ƒ:A —]R là „À— đo được thì ƒ là zÀ— đo được trên mọi 
tập con đo được của A. Thật vậy nếu 8C A, Be +A thì với mọi aeIR, 


BỈƒ >aÌ= BnAA[ƒ > aÌe ~A. 


(i0 Nếu (E;)_ CzA, A=U,E, và ƒ:A>IR là đo được trên mỗi 
E,,¡eN thì ƒ đo được trên A. Điều này được suy ra từ 


A[ƒ >aÌ= Ù£|ƒ#>a|sezA mọi ae[R. 
n=l 


(Œi) Nếu (X, +A, ) là một không gian độ đo với ¿ là một độ đo 
đủ. Khi đó nếu Ae ;A và /4=0 thì mọi hàm ƒ:A-+IR đều xA— đo 
được. Thật vậy, vì với mọi eIR, tập A[ƒ >a|CA mà / đủ nên 
A[ƒ >aÌe ~A. 

Š.2 Các phép toán trên các hàm đo được. 

“Trong mục nhỏ này chúng ta sẽ chứng minh rằng lớp các hàm đo 
được đóng kín đối với các phép toán số học, phép lấy supremum, 
infimum. giới hạn, limsup, liminf. Nghĩa là khi thực hiện các phép toán 
vừa nêu trong lớp các hàm đo được thì ta lại nhận được các hàm đo được. 

5.2.1 Định lí. Giả sử (X, „A) là một không gian đo được, Ae ;A và 
ƒ, @:A >1R. Khi đó 

(lì Nếu ƒ đo được trên A,a&1IR thì œƒ do được trên A. Nếu 


«>0 /hì |ƒ[” cũng đo được trên A, 


(i) Nếu ƒ, @ hữu hạn (nghĩa là ƒ(A)CIR và g(A)CIR) và đo 
được trên A thì các hàm số ƒ+g, ƒ.g cũng đo được và nếu g(x)>0 


với mọi x€ A thì £ cũng đo được trên A. 


Trong phát biểu ở (¡) ta hiểu rằng nếu với xeA nào đó mà 


ƒ(x)= +oc hay ƒ(x)=—œc thì |ƒ(x)| (x)= +oo. Nhắc lại rằng |/{ ` là 


‹A 


hàm xác định trên A bởi công thức |ƒ|”(x)=|ƒ(+)Ì`, mọi xe A. 
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Chứng mình. 
() Lấy tuỳ ý acTR. 
* Nếu <0 thì rõ ràng là Allzl" (x)< aÌ= Ø e > còn nếu a>0 thì 
: ïÌ 
Alf'<a|=A|ii<e] 


ì 


Ị 
siá| rêu 


Âm Hết 


czA 
do ƒ là đo được trên A. Vậy |ƒ|” là đo được trên A. 


* Dễ thấy rằng nếu œ=0 thì œ.ƒ là zA— đo được trên A (để ý 
quy ước 0x(+œ)=0). Nếu œ=0 thì do 


Alz<Š 


œ 


nếu œ >0, 
Alo.ƒ <aÌ= 


. 


nếu œ < 0. 


Alr>e 
œ& 
ta được A|œ.ƒ < aÌe z1, mọi aeIR. Vậy œ.ƒ là đo được trên Ạ. 
ŒÙ * Giả sử aeIR và n, ›, n....r„,... là dãy tất cả các số hữu tỉ. 
Để ý răng với xe A thì (do ƒ, g hữu hạn) 
(ƒ(x)+.gŒ))<a@©(ƒCG)<a— g©v)) 
«©@(3neN:ƒ(x)<r„<a—g(x)). 
Do đó 
A|( +s)< aÌ= Ù (A[#<n,]nAle<a—Ì)sxA 


„—i 
(vì ý, ø đo được và xA là ø— đại số). Ta đã chứng minh được ƒ+g là 
đo được trên A. Vì g đo được nên theo (¡), —g cũng đo được và vì 
f=e=ƒf+(~g) nên từ điều vừa chứng minh ta cũng suy ra ƒ—£ là 
hàm đo được trên A. 


2 


* 'Từ chứng minh trên và (0) ta suy ra (ƒ +)” và (ƒ — g)” là đo được 


trên A. Do đó ƒ.g7— zlƯ + #}Ÿ -ƒ- #}] cũng là hàm đo được trên A. 
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* Cuối cùng, nếu ø hữu hạn, đo được trên A và ø(v)=0 với mọi 


+&£4 thì gˆ cũng đo được (do (¡)). Hệ quả là nà cũng đo được trên A 
& 


2 


vì tập 

' ø nếu a<0, 

Al—z <a|= 3 «::Ñl|? s5: 
“ | |4|g >—~| nếuaz>0 
a 
: Á ƒ 27/00) S2 
.thuộc x1, mọi zelR. Từ đây —= ƒ.£-; cũng đo được trên A l 
§ & 


Đến đây một câu hỏi thật tự nhiên được đặt ra là nếu các hàm ý, g 
không phải là hữu hạn trên A thì có thể thực hiện các phép toán số học 
trên chúng được không và nếu được thì trong trường hợp này có thể thiết 
lập được kết quả tương tự như ở (ii) của Định lí 5.2.1 không ? Câu trả lời 
là khẳng định. Tuy nhiên có một trở ngại nhỏ là có thể có các điểm xe A 
mà các phép toán trên không thực hiện được (không có nghĩa, chẳng hạn 
tại những v mà ƒ(x)+ g(x) có dạng øo—oo, ...). Một cách vượt qua trở 
ngại này là tại những x như thế ta đặt (ƒ+g)(x)=œ, Íel]R). Ta sẽ 
không đi sâu vào chỉ tiết vấn đề này ở đây (xem Bài tập O21). 

Nhắc lại rằng với dãy (ƒ,), các hàm xác định trên 4 và nhận giá 
trị trong IR, người ta định nghĩa, với x € Ả, 


sup ƒ„ (x)= sup{ ƒ,(x) lz e N}, 


inf ƒ, (x) = inf {ƒ„(x)Ine N}, 


lim ƒ„(x)= supnf ƒ,(x)), lim /(x) = inf(sup ƒ,(x)). 
ER—^ ¿- "3k n—¿ Ÿ ny 

5.2.2 Định lí. Giả sử (ƒ,)„ là một đây các hàm do được (không nhất 
thiết hữu hạn) trên A e xA. Khi đó các hàm số inf, ƒ, sup, ƒf„ lim„ƒ, 


lim›f, căng đo được trên A. 


Chứng mình. Với mọi aeIR, ta có 
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Alsupƒ, > = ỦA, >a|c„A. 

Do đó sup, ƒ, là đo được. Từ đây ta cũng suy ra inf, ƒ là đo được vì 
inf, ƒ, =—sup,(—/„) (để ý rằng —Í—oco)=+œ, —(+oo)=—œ). Cuối 
cùng. tính đo được của các hàm lim,ƒ,, limuƒf, được suy ra từ chứng 
mình trên và định nghĩa của các hàm này l 

5.2.3 Hệ quả. 

(i) Giá sử f. É. l.... „ là các hàm đo được trên A ;A. Khi đó 
các hàm 

max {Í\, f„..... /„}, min {ƒ, f;..... “„} 

cũng là đo được. 

ti) Nếu (f.)„„v là một đấy các hàm ảo được trên A và nếu giới hạn 


lim,„ ƒ,(x) rồn tại trong !R với mọi xe A thì hàm lim ƒ, là đo được. 


Chứng nình. 

* Đặt ƒ,=7„ mọi seN và n>m rồi áp dụng Định H 5.2.2 ta 
được (¡). 

* Vì lim ƒ, =lim„ƒ, = lim„ƒ, nên (ii) là hệ quả trực tiếp của Định 
l{5.2.2 I " 

Trong Hệ quả 5.2.3 giới hạn Jim ý; (x) được đòi hỏi phải tồn tại với 
mọi xe A. Tuy nhiên trong nhiều tường hợp khi trên zA có cho một độ 
đo ¿:, kết luận (nên trong hệ quả trên) vẫn còn đúng nếu các hàm ƒ, chỉ 
cần xác định trên A\K trong đó W là tập có độ đo không (¿V =0) và 
giới hạn lim„ ƒ (x} cũng chỉ cần đòi hỏi tồn tại trên AXX. Khái quát 
điều này ta đi đến khái niệm “hầu khắp nơi” sau đây. 

5.3 Tập có độ đo không và tính chất “hầu khắp nơi”. 

Giả sử (X, xA, ¿) là một không gian độ đo (xA là một øơ— đại số) 
và Ae xA. Ta nói một tính chất P(x) (phụ thuộc vào x) nào đó thoả mãn 
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hầu khắp nơi (h.À.n.) trên A (hay PẤxy) thoả mãn với hầu hết các xe A) 
nếu tồn tại một tập Öe „»A sao cho ¿=0 và PÍx) thoả mãn với mọi 
x€AXØ. Nói một cách khác. tập C gồm tất cả những xe A mà tại đó 
P(+x) không thoả mãn được chứa trong một tập hợp có độ đo không (mà 
trên quan điểm độ đo coi như “không đáng kể”). Cũng để ý rằng định 
nghĩa này không đời hỏi tập hợp € đo được. Đôi khi để chỉ rõ độ đo 
(trường hợp đang xét nhiều độ đo) ta viết * ¿ — h.k.n.” thay cho “h.k.n.”, 

Bây giờ chúng ta nêu ra một số ví dụ về tính chất hầu khắp nơi 
thường gặp trong giáo trình này. 

5.3.1 Ví dụ. 


(a) Hàm ƒ:A—›IR là hữu hạn hầu khắp nơi trên A nếu ƒ(x)cIR 
mọi xe 4 ngoại trừ trên một tập 8C Á mà 8C Ö, và "I'{Bq) =0, 

(b) Dãy (ƒ,), các hàm xác định trên A là hội tụ hầu khắp nơi trên 
A về hàm ƒ nếu có tập #CA sao cho #=0 và ƒ,(x)— ƒ(x) khi 
n—oc với mọi xe AXð. 

(c) Hai hàm ƒ, g xác định trên A là bằng nhau, hầu khắp nơi trên 
A nếu {xe Alƒ(x)z g(x)}C 8 mà B0. Hai hàm bằng nhau h.k.n. 
trên A được gọi là ứwơng đương trên Á và thường được kí hiệu là ƒ ~g. 
Nói một cách khác, hai hàm tương đương nhau thì chúng chỉ khác nhau 


trên một tập con của một tập có độ đo không. Cũng để ý rằng quan hệ 
*x~ ” là một quan hệ tương đương trên lớp các hàm xác định trên A. 


5.3.2 Nhận xét. 


() Vì hợp của một số hữu hạn hay đếm được các tập có độ đo 
không là một tập có độ đo không nên nếu có một số hữu hạn hay đếm 
được các tính chất thoả mãn h.k.n. trên 4 thì tất cả các tính chất này sẽ 
thoả mãn (đồng thời) h.k.n. trên A. Chẳng hạn, nếu dãy (ƒ,) mà mỗi 


neN, ƒ,>0h.k.n. trên A thì ƒ, >0 mọi øeN h.k.n. trên A. 

() Nếu ø là một độ đo đủ thì khái niệm h.k.n. trở nên đơn giản 
hơn. Cụ thể, P(x) thoả mãn h.k.n. trên A có nghĩa là tập các xeA mà 
P{+y) không thoả mãn là một tập có đo được và có độ đo không. 
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(ii) Một trường hợp ngoại lệ : nếu ƒ là một hàm xác định trên A 
và có ĐC A, ¿B=0 sao cho ƒ bị chặn trên AXØ thì ta nói ƒ bị chặn 
cốt yếu trên A (mà không nói là ƒ bị chặn h.k.n. trên 4). 

5.3.3 Định lí. Cho (X, zA. n) là một không gian độ đo với tt là 
một độ đo đủ, A zÀ và ƒ.g:A-—>IR. Nếu ƒ tương đương với g trên A 
và ƒ là do được thì g cũng đo được. 

Chứng mình. Gọi E, = A[ƒ = gÌ, và E;¿ = A[ƒ = gì. Khi đó do ¿ là 
đủ nên E¡ czA, /(E,)=0 và E; =A\VEiezA. Vì ƒ đo được trên A và 
E, e xÀ nên ƒ và do đó g đo được trên Ế;. Bây giờ tính đo được của g 
trên A=—= #,U£; được suy ra dễ dàng từ định nghĩa hàm đo được và tính 
đủ của ¿ l 

5,3.4 Nhận xét. 

() Trong Định lí 5.3.3 giả thiết đủ là quan trọng. Kết luận của 
định lí nói chung không còn đúng nữa nếu /; không đủ. Chẳng hạn nếu 
ECX mà E=0 và FC E mà F không là tập đo được. Khi đó hàm 


H nếu x € #, 
sứ)= : 
0 nếux€eÈ`\Ƒ 

rõ ràng là tương đương với hàm đo được ƒÍx)=0 trên E nhưng £ 
không đo được. Tuy nhiên giả thiết này (¿ đủ) không phải là một hạn 
chế quá lớn vì các độ đo có được bằng cách thác triển tiêu chuẩn đều đầy 
đủ. Hơn nữa nếu (X, ;^, ¿) không đủ thì ta có thể “bổ sung” để được 
một không gian đầy đủ (Bài tập O7). 

(iÐ Để ý rằng nếu một hàm ƒ liên tục trên [z, bÌ|CIR, xạ eÍa, ở] 
thì hàm g= ƒ trên [ø, b|}\{xy} và #(xạ) = w = ƒ (xạ) không còn liên tục 
trên [a. bÌ nữa. Nói khác đi, nếu ta thay đổi giá trị của một hàm liên tục 
trên [z, b| dù chỉ tại một điểm thì tính liên tục của nó sẽ bị phá vỡ. Đối _ 
với hàm đo được thì không như thế. Định H 5.3.3 nói lên rằng nếu độ đo 
¿ là đủ thì dù ta thay đổi giá trị của hàm đo được ƒ (bởi các giá trị mới, 
ngay cả thuộc tập số thực mở rộng IR) trên một tập có độ đo không thì 
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tính đo được của “nó” vẫn không bị phá vỡ (nghĩa là hàm mới nhận được 
vẫn là hàm đo được). Điều này nói lên tính "ổn định” hay “mềm dẻo” của 
lớp các hàm đo được. Cùng với các kết luận của Định lí 5.2.2, Hệ quả 
-5.2.3 nó cho thấy các ưu điểm của lớp các hàm đo được so với lớp các 
hàm liên tục. 


(Hi) Trên cơ sở của Định lí 5.3.3, nếu ¿: đủ thì ta cũng có thể nói 
tới tính đo được của một hàm ƒ trên A cho dù ƒ chỉ xác định h.k.n. trên 
A. Chẳng hạn, nếu ƒ xác định trên #C A với 8exA, /(AXB)=0 thì 
ta đặt /(vÌ—=aelIR với xeA\ 8 và ƒ(xì= ƒŒ), xe. Khi đó nếu ƒ 
đo được trên A thì ta cũng nói ƒ đo được trên A. 

5.4 Câu trúc của hàm đo được. 


Mục nhỏ này được dành cho việc nghiên cứu cấu trúc của các hàm 
đo được mà kết quả chủ yếu được nêu lên trong Định lí 5.4.1 và là cơ sở 
- để chúng ta định nghĩa tích phân Lebesgue ở Chương 4. 


Một hàm số s: A —>]IR chỉ lấy một số hữu hạn giá trị thuộc IR gọi 
là một hàm đơn giản trên A. 


Giả sử ó¡, œ¿,..., o„ là các giá trị (khác nhau từng đôi) của hàm 
đơn giản s trên A. Đặt 
A;={xsXls(x)=œ,}, i=l, 22... n 


Khi đó A,f1A,=Ø, ¿=j, UƑ,A,= A. Rõ ràng là 


síx)= 3 œ,XA (3), xeA (5.5) 


n=l 
và mọi hàm s có dạng (5.5) với các A, đôi một rời nhau và (J7) 4; = A 
đều là các hàm đơn giản trên 4. 
Dễ dàng chứng minh được rằng s là đo được khi và chỉ khi các A,, 


¡=1 2,.... ø đều là các tập đo được (nghĩa là thuộc „A). Hàm đơn giản s 
được gọi là không âm nếu œ, >0 với mọi ¿=l, 2, 3... 


5.4.1 Định lí. Cho #' A—xIR là hàm đo được không âm. Tồn tại 
một dấy các hàm đơn giản đo được (s„ ), trên A thoả mãn các điều 


kiỆH SữH : 
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(i) 0ã <s;<--Sƒ, 
(H) $S„ (x) —> ƒ(x) khi n—> co, với mọi x € Á. 
Ngoài ra, nếu ƒ là hàm bị chặn trên A thì dãy (s„)„ có thể được chọn 
sao cho (s„), hội tụ đếu đến ƒ trên A và s„<n, mọi neN... 


Chứng mình. Với mọi neN, ta đặt 


n nếu ƒ(x) > n, 

s„(x)= {m—] mài m 

h ——. ƒŒ)e€ _) me {l, 2... n.2"}, 
VĂN ng 2P. 2 { } 


Dễ dàng chứng minh được rằng (s„ , là dãy đơn điệu không giảm và 
$„ ƒ, mọi 0N. Ngoài ra, šs„ là đo được trên 4, mọi „0eN. Để thấy 
điều này hãy để ý rằng 


n2" k— 
&„(x)= b3 ni (y)+n.XB,(x),xeA 


h 


trong đó, với 1< k < n2”, 
k—I k 
Á„„=Al—<ƒ<— 
& | 2" T 2” 


B„ = A|ƒ > nÌs zA. 


cxA, 


Bây giờ ta chứng tỏ (s„), thoả mãn (ii). Giả sử xeA. Nếu 
ƒÁš)< œ thì với ø đủ lớn ta có ƒ(x)< ø. Do đó tồn tại một số tự nhiên 


mà] 
m sao cho 


2" 


„ với ø đủ lớn thì 


<ƒ(x) ...: Theo định nghĩa của s 
/0)=s,(3)|< 5z. Nếu /G)=+e thì s,Íx)=m, mọi neN. Do đó, 
lìm s, (x)= ƒŒ). 

Ngoài ra, nếu tồn tại 3 >0 sao cho ƒ(x)< 8, mọi xe A thì 
sup| ƒ (x)— s„ (x < m với mọi ứú >Ñ. 


+EÁ 
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Điều này cho thấy (s„), hội tụ đều đến ƒ trên 4. Khẳng định cuối cùng 
được chứng minh l 

5.5 Hội tụ theo độ đo. 

Cho tới nay ta đã biết được một số kiểu hội tụ của các dãy hàm : hội 
tụ khắp nơi (hội tụ điểm), hội tụ đều. hội tụ hầu khắp nơi. Trong phần này 
ta sẽ xét một kiểu hội tụ mới của dãy hàm xác định trên một không gian 
độ đo. Đó là hội tụ theo độ đo. 

Giả sử (X. zA, ¿) là một không gian độ đo (xA là một ơ— đại số), 
Ac»A. 


5.5.1 Định nghĩa. Giả sử ƒ, ý,: A —>IR, „eN là các hàm đo được 


trên 4. Ta nói dãy ( f⁄)„„ hội tụ theo độ đo đến hàm ƒ, kí hiệu 


#,—— ƒ. nếu với mọi số ó >0, 
lim ø{x e All, (x)~ ƒ(x)|>8}=0. (5.6) 


3.5.2 Nhận xét. Nếu ta không phân biệt các hàm tương đương (theo 
¿) thì giới hạn của một dãy hàm hội tụ theo độ đo là duy nhất. Điều này 
được thể hiện qua hai khẳng định sau. Giả sử / là đũ. 

() Nếu ƒ,—— ƒ và ƒ,—›g trên A thì ƒ~g trên Á. 

Với ó>0 tuỳ ý, mọi ¡ñeN, 


` ề ỗ 
4Jz~al>#|e|Allø~zt>s|»alz~=ä>3ÌÌ (®) 
Thật vậy, nếu x không thuộc vào tập hợp ở vế phải của (*) thì hoặc 
là /,(x)= ƒ(x)= g(x)= +œo (hay —oo) và lúc này x không thuộc tập ở 
vế trái ; hoặc là 


QÀ G)~/0)|<Š và |ƒ,(x)— g(+)| <Š, 


và như vậy |ƒ(x)~ g(x)|< 6 tức là x không thuộc vào tập hợp ở vế trái 
của (*). Từ (*) và các giả thiết ƒ,—— ƒ, ƒ, —g ta suy ra 


A[|ƒ —g|>6|=0. 
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Dễ thấy rằng 
All -sl>0|= Ú Ali =g| >| 
n=l H 
Từ đây và uAly~a4>"Ì=0 mọi m, ta có 
n 


A|ƒ = ạ]= 0AÍ|ƒ ~ s|>0|=0. 

nghĩa là ƒ ~ g. 

'q) /,ƒ, 6 đo được trên A, ƒ—>ƒ và ƒ~g trên A thì 
Đệ = Ế 

Thật vậy, nếu đặt B=Alƒ =e| thì ¿j=0 (Be»;À^ vì ƒ và ø đo 
được). Khi đó với mọi 0eNÑ và với mọi ôê >0, ta có : 

Allf,—|>6]c {xe AXBll/,(+)~ ƒO0|> 6} 
cAl|#,— /|>6}UB. 

Do đó 


0< z{^||Z,— s|>])< ,{^||⁄, — Z|>|}—0 
khi —>co. Vậy ƒ,——g. 


Mối quan hệ giữa hội tụ theo độ đo và hội tụ hầu khắp nơi được thể 
hiện trong các định lí sau. 


5.5.3 Định Mí. Giả sử „ là độ đo đủ, (ƒ,)„ là đấy các hàm đo được 
và ƒ, >ƒ hk„ửn. trên AeA. Khi đó ƒ do được trên A và nếu 
/LÒA < +co thì ƒ,—E—>ƒ. 

Chứng mình. () Chứng mình ƒ đo được. 

Gọi 8={xe Alƒ/,(x) zZ ƒ(x)} thì 8 đo được và do đó „=0. 
Vì ¿ đủ nên ƒ đo được trên 8. Ngoài ra, với mọi xeA\$Xäð, 
#,(x) ƒ(x) (=>) nên ƒ đo được trên AXB. Do vậy ƒ đo được 
trên A=(AXB)UB. s l 


Ÿ? Ta có thể chứng minh # e zA mà không sử dụng giả thiết „ là đủ (Bài tập 5.5.) 
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(¡) Chứng minh ƒ, —— ƒ trên A. Lấy tuỳ ý ó >0. Với mỗi ¡eN, 
ta đặt 
A,= All — f|> |. 
Để ý rằng nếu tại xe 4 mà 
VneN, 3i >n sao cho | (x)— ƒ(x)| >6 


thì /,(x) z# ƒ(+) và do đó xe 8. Vậy 


À Ồ4,= ñ Ð Allz - /|>6|c 8. 


nu„=li=u ghii=n 


Do đó nếu ta đặt C„ = Ù A, và C= C, thì CezA, CC 8 và C=0. 
Ì 


¡=H „= 
Mặt khác, để ý rằng ŒCạ 2C„.¡, mọi 0eN và ,C;( < ¿Á < +oo nên 
lim ¿€, = C =0. 


Lan 


“Từ đây, vì A, < uC„. mọi „eN nên lim /A, =0, nghĩa là ƒ,—“ „/ R 
Là « 


Š.5.4 Nhận xét. 


(¡) Giả thiết ¿„A < +oo trong Định lí 5.5.3 là quan trọng và không 
thể bỏ được. Nghĩa là sự hội tụ h.k.n. của một dãy hàm đo được trên Á 
với /„A = +oo nói chung không kéo theo sự hội tụ theo độ đo của dãy 
hàm này. Ta hãy xem một ví dụ. 


Lấy E=(0.+œo)CIR với độ đo Lebesgue. Mỗi kœN. đặt 


: 6= nếu 0< x <&. 


l nếu x >#. 


Khi đó rõ rằng ƒ,Íx)—>0 mọi x e(0, oc). Tuy nhiên, với mọi ¿œN, 


kâA =+œ, 


1 
cz— 
t 2 
và do đó (ƒ,), không hội tụ theo độ đo về hàm ƒ =0. 


(Ð Một dãy hội tụ theo độ đo có thể không hội tụ hầu khắp nơi. 
Chẳng hạn, xét A =0, 1Ì và với mỗi neN ta lập ø hàm số như sau 
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mm] ĩ 
: Íˆ nếu ——<x<-, 
„@O={ 7n SỶn 


0_ tại mọi điểm còn lại. 
Sắp xếp các hàm này lại (neN./=Il,...n), ta được dãy v› =ƒậ,, 
#2 = làn và = fa‹ 4= luc 025 = lạc v6 = đạt €ị = Ñae 
Đặt ƒ(y)=0, xe[0, 1|. Khi đó với mọi øeN, 
HÀ f„ = f]=— 
w 
nên (va), hội tụ theo độ đo về ƒ nhưng để thấy rằng tại mỗi xe A trong 
dãy („)„ có vô số hàm nhận giá trị ! tại x và cũng có vô số hàm nhận 
giá trị 0 tại điểm này, Nghĩa là (¿,(x)), không có giới hạn. Tuy nhiên ta 
có định lí sau. 
5.5.5 Định lí, Giđ sứ (2), là đấy các hàm do được trên A, 
J——¬ƒ. n— ©. Khi đó có một đây con (f„ Jế của đây (f,) „Sao 


cho TẠI —> ƒ hk.n. trên A. 


Chứng mình. Ta chọn một dãy số Í¡, ), sao cho ?„ < toc. Khi 


„=l 
đó do ƒ,——>ƒ trên A nên với mỗi &@N, tồn tại ø(£)œ6N sao cho với 


mọi 0> n(#}, ta có ; 


Ac SIUNỢ 
kA l, -/l> n <1). 


Ta hãy lập đãy con (ƒ, ), của (ƒ,)„ bằng cách lấy các chỉ số ø, như sau : 


mm =n(1), mạ = max{m +1. n(2)},.... 
nị =max{n-, +1, n(k)},... 
Khi đó 


ĩ 
HA ||, =/l>x|<m. mọi keN. 
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B.= ÙAl, -/|>+ và 8=Í18, 
k=i : k ¿=l 


thì 


»x 1 ®% 
¿BS B, < È ¡A|/ ->;|s in 
k=i ` k} #mi 


Vì lim 3` =0 nên 8 =0. 
i—x k=i 


Bảy giờ nếu xeÁ\B thì xế8 và do đó có ,eN để xợð,. 


Nghĩa là với mọi k >j thì 


ú„60~/0|<e. Vậy ƒ„ (x)~› ƒ(x) khi 


k =>. Vì „=0 nên ƒ„ —> ƒ hầu khắp nơi trên A l 


BÀI TẬP 


Trong tất cả các bài tập sau đây khi ta nói đến không gian đo được 
(X. zA) hay không gian độ đo (X, zA, ¿) thì zA luôn được hiểu là 
một ơ— đại số. 


5.1. Cho (X. +A) là một không gian đo được, Ae zÀA và ƒ:A—>IR là 
một hàm số. Chứng tỏ rằng các mệnh đề sau là tương đương. 
(a) ý đo được trên A, 


(b) VvreQ, A|ƒ(x)>rÌe ~A, 
(c) vreQ, A|ƒ(x) >rÌe >A, 
(d) vreQ. A|ƒ(x)<r|e „A, 
te) wreQ. A|ƒ(x)<rÌe x4. 


5.2. Cho (X, xA) là một không gian đo được, Ae zÀ và ƒ, g:X —>IR là 
các hàm đo được. Chứng tỏ rằng các tập sau đều là các tập đo được 
(nghĩa là thuộc ;ÀA). 
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5.4. 


5.6. 


5.7, 


†13- HSBST 


0) {xeAlƒZ()<g0)}. 
(1ñ {xe ALƒ(x)> gŒ+)}, 
(i1) {xe Alƒ(x)= gŒ)}. 


Cho (X, zA) là một không gian đo được, Áe x»ÀA, ƒ:A —¬IR là một 
hàm đo được và p là một số nguyên dương. Chứng tỏ rằng hàm số 
sau là đo được trên A 


E26 nếu ƒ (x) hữu hạn, 
h(Œœz)=‡Ø— — nếuƒ(x)=—œ, 
j+_ nếuƒ(x)=+œ 
trong đó đ—, Ø-+ là các số tuỳ ý trong IR. 
Giả sử rằng ƒ, ƒ,, (eN) là các hàm đo được trên Á e zÄ. Chứng 
tỏ rằng : 
{xe<AL/ (x)—= ƒ(x), n—› oo} e „A. 
Cho (X, +A, ¿} là một không gian độ đo Ee xA và (ƒ,), là một 
dãy các hàm đo được trên £. Giả sử ƒ, ý h.k.n. trên E(w-—+> œ). 
Chứng tö rằng : : 
a) Tồn tại một hàm g đo được trên E và g~ ƒ. 
b) Tập Íx 6E! ƒ,(x) z# ƒv)} là đo được và có độ đo bằng không. 
Giả sử ¿A <+oo và (ƒ, In" là một dãy các hàm đo được, hội tụ 
h.k.n. trên Á về một hàm đo được ƒ và e>0 là một số cho trước. 
Với mỗi øœeN ta đặt 
A= Ú A|l#,—/|>e] 
ĐK 
Chứng tỏ rằng /¿A, —>0 khi nñ — Go. 


Cho (X. >\) là một không gian đo được với zA là một ø— đại số, 
AezA và ƒ:AIR. Chứng minh rằng các mệnh để sau tương 
đương. 
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5.8. 


5.9. 


(a) ƒ là x\— đo được, 
(b) £ !(#)e xA với mọi tập Borel Ø8 trong IR, 
(c) vreQ, {teAlƒ(x)>zr}e „4. 
Cho X là một tập khác rỗng. (S, 72, ø) là một không gian độ đo 
với ƒ2 là một đ— đại số và ƒ: X  § là một song ánh. Đặt 
zà=ƒ-!(D)={Ƒ-'(AJIAep]}. 
{B)—= tiA nếu B= ƒƑ}(A). 


a) Chứng tỏ rằng zA là một ơ— đại số và (X, zA, ¡) là một không 
gian độ đo. 


b) Chứng tỏ rằng nếu @:§-—>ÌR là một hàm Z- đo được thì hàm 

hợp goƒ/:XIR là xA— đo được. 

Cho (X, >\, ¿) là một không gian độ đo, Ae zA. Giả sử ƒ là một 

hàm đo được, hữu hạn hầu khắp nơi trên A. Với mỗi aeN, đặt 
A,={xe Al|lf(x)|<n}. 

(a) Chứng tỏ rằng A, e zÄ. mọi øeN và lim /uA, = /iA. 

(b) Giả sử A < +oc. Chứng tỏ rằng với mọi e >0, tổn tại 8C A, 

8e ~A sao cho ƒ bị chặn trên 8 và (A\X B)<e. 


5.10. Chứng tỏ rằng nếu ƒ đo được trên mọi đoạn Ía, j]C (a. b) thì ƒ 


đo được trên {a, b. 


5.11. Giả sử (X, zA, ¿) là một không gian độ đo và A e ~A. Chứng tỏ rằng 


5.12. Cho (ƒ,), là đấy các hàm đo được trên A. Giả sử rằng ƒ 
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(a) Nếu ƒ~ g trên A và (/,), hội tụ h.k.n. đến ƒ trên A thì (ƒ,), 


" 


hội tụ h.k.n. đến ø trên A, 


(b) (2), hội tụ h.k.n. đến # và (,), hội tụ h.k.n. đến g trên A 
thì ƒ ~ø trên A. 


" h 0 


khi # —> oo. Chứng minh rằng 


5.13. Giả sử (7,)„ là dãy các hàm đo được trên A và ƒ,—— ƒ trên A. 
Chứng tỏ rằng nếu ƒ, >0 h.k.n. trên A thì ƒ >0 h.k.n. trên A. 
5.14. Giả sử (X. ~A, ¿) là một không gian độ đo, Ae xÀ và A < +oc, 
(7,)„ và (e/), là các đấy gồm các hàm đo được. hữu hạn trên 
thoả mãn ƒ,——>ƒ và ạ„—“¬›g. Chứng tỏ rằng ƒ,g,—“—› ƒg. 

Kháng định còn đúng không khi /:A = +cc. 

53.15. Giả sử (/,)„ và (ø„), là các dãy gồm các hàm đo được, hữu hạn 
trên A thoả mãn ƒ,—— ƒ và g„———g (ƒ, ø@ cũng đo được, hữu 
hạn trên A4). Chứng minh rằng 

œƒ, +88, —!hœƒ + 8g, mọi œ,/elIR 

5.16. A là tập đo được, ƒ,, ƒ: A — IR là những hàm đo được, øeN và 

#,—P— ƒ. Chứng tỏ rằng các khẳng định sau là đúng. 

(a) ƒ, ——>ƒ”, 

(ĐA 

() |⁄4|— “I1 

trong đó các hàm ƒ”*,ƒ- được định nghĩa như sau (ƒ”,ƒ” cũng 
được định nghĩa tương tự). 

 (x)=max{/,(x). 0}; ƒ„ (x)=—min{ƒf,(x), 0}, xeA, 

5.17. Trên IR” ta xét độ đo Lebesgue ¿:. Giả sử AC IR”. AÁ < +oc và 
ƒ:A->IR là một hàm số (hữu hạn). Chứng tỏ rằng nếu với mọi 


c>0, tồn tại một tập đóng FC A sao cho „(AXF)<e và ƒ liên 
tục trên # thì ƒ đo được trên A°', 


Ø Đây cũng là điều kiện cần và đủ để ƒ đo được trên A. 
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BÀI TẬP ÔN 


Bài O1. 
Cho X là một tập khác rông tuỳ ý và (S, %3, ¿) là một không 
gian độ đo với $SY là một ø— đại số. Giả sử ƒ:X>S là một 
song ánh. Đặt 

zA=/"'(9)= {/-'(AJA c9}, 

và jñ:zA —IR xác định với mọi 8e zA, 8= ƒ !'(A), ñ(B)= 0A. 
a) Chứng minh rằng ;A là một a— đại số và (X, zA, ñ) là một 
không gian độ đo. 
b) Với mọi hàm $— đo được g:S—>ÏR, hàm goƒ:X —>IR là 
zA— đo được. 

Bài O2. 
Cho ((S. E, Hy là một họ các không gian độ đo với > là một 
ơ— đại số và có một số cœelR sao cho ¿(S)<c<~+oœc, mọi 
¡eN. Giả sử ,:5 —>IR là một hàm tập xác định bởi 

HA = S2 ~1uA, Aez. 
;=I 


Chứng minh rằng ¿; là một độ đo trên E. 

Bài O3. 
(Độ đo trên một tập đo được) Cho (X, zA, ¡ð) là một không gian độ 
đo với zA là một ơ— đại số và A e zA. Gọi +ÄA, là ơ— đại số định 
nghĩa ở Bài 1.8 và /„ là thu hẹp của ¿ lên z;Ä,. Chứng tỏ rằng 
(X. +A,. ø„) là một không gian độ đo. 

Bài Q4. : 
Cho (X, z3) là một không gian đo được và (S, 2} là một không 
gian mêtric. Một ánh xạ ý: X —>®$ sẽ được gọi là đo được nếu với 
mọi tập mở GC $ ta đều có ƒ”!(G)e >A. 
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a) Chứng tỏ rằng ƒ:X =>§ là đo được khi và chỉ khi ƒ7!(ð8)  ;A 
với mọi tập Borel Ö8 trong S. 
b) Giả sử Y là một không gian mêtric và g:S—>Y liên tục còn 
ƒ:X ->$ đo được. Chứng tỏ rằng go ƒ là một ánh xạ đo được. 

Bài O5. 
Cho (X, +1) là một không gian đo được, ứ, v: X—>IR là các hàm 
số đo được còn ®:IR” —>IR. là một hàm số liên tục. 
a) Chứng tỏ rằng ánh xạ ƒ: X — IR” xác định bởi ƒ(x) =(z(x). v(x)) 
mọi xeX là đo được. 
b) Hàm #ñ(x) = ®(„(x), v(x)) là một hàm đo được từ X vào IR. 
c) Bằng cách đặt ®,(s, f):=r-+s, ®,(s,?):=t.s hãy sử dụng các 
kết quả trên để suy ra rằng các hàm + v, u.v đều đo được. 
[Hướng dẫn : 
a) Chú ý kết quả : mỗi tập mở trong IRỶ là hợp của một số không 
quá đếm được các tập có dạng /, x/; (hình hộp mở) trong đó !, 1; 


là các khoảng mở trong IR (các hình hộp mở này không nhất thiết 
rời nhau từng đôi). 


b) Để chứng minh k là đo được, hãy sử dụng kết quả Bài O4]. 

Bài O6. 
Cho (X, E, ¿} là một không gian độ đo với E là một ø— đại số và 
(E¿),„v CE sao cho 


{1z 


uð(E,)< +oo. 
h 


Gọi A là tập gồm tất cả những xe X sao cho x thuộc vào một số 
vô hạn những tập #, của họ nói trên. 


a) Chứng tỏ rằng A = à Ù E,. Từ đây suy ra rằng A là đo được. 

nzl k=n 
b) Chứng tỏ rằng ¿A =0. Hãy phát biểu lại kết quả này dưới ngôn 
ngữ “h.k.n.” hay “với hầu hết các x e X ”. 
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Bài O7. 
(Đây đủ hoá một độ đo) Giả sử (X, ;A, ) là một không gian độ đo 
(+4 là một ơ— đại số). Gọi 
\' ={Ze(X)I3A,, A; ezÄ, Ai CZC 4; và n(A; \A,) =0). 
Khi đó mỗi Zez\ có A,A,c¿zÄ sao cho ACZC4; và 
(4; XAI)=0. Ta đặt //Z = 6A, Chứng tỏ rằng 
a) zÄ” là một ơ— đại số, 
b) ¿/ là một độ đo trên zA', 
c) , là độ đo đủ và ,ˆ là một mở rộng của ø lên „Ä'. 
đ) (X, zA', z} là mở rộng đẩy đủ tối tiểu của (X. ~A. ¿:) theo nghĩa : 
Nếu (X, E. ”) là một mở rộng khác của (X. „A, ø} và là độ đo 
đủ thì „4C và Hy = Ít: 

Bài O8. 
Gọi N là tập các số tự nhiên và „A=Z(N). Xét hàm tập 
¡:: À SIR định nghĩa bởi : 


n — nếu A cóø phần tử, 
n(A)= : 
+œ nếu A vô hạn. 
a) Chứng mình / là một độ đo ø— hữu hạn trên x34. 
b) Hãy chỉ ra trong không gian độ đo (N, zA, /) một dãy (A,), C „A 
sao cho Ái © 4; Đ 4; 2--:Ð A, S--- nhưng /(1„A„) = lim ¿AÁ,. 
Bài O9. 
Giả sử X là một không gian mêtric mà họ các tập mở tạo thành một 
ơ— đại số. Hãy xác định họ các tập mở của không gian này, 
Bài O10. 
Giả sử (X, zA, „) là một không gian độ đo và (A,),„ C „A. Chứng 


miính rằng 
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Œ) øCÒ CŨ A,)< lim A,. 


ke] n=k la 
Œ) HỒ( ÙA, )> lim J#ÒA„ nếu ,Ù A„)<œ, 
(i1) Giá sử thêm rằng 

(Ù (C3 A=(Ô (Ù A,))= 8 và ,Ù Az¿)<«œ. 


Hãy chứng tỏ lim /A, tồn tại và lim ¿A, = /uB. 
"n5 


LÊN) 


(Hướng dẫn : (¡) Để ý rằng 


h AC ầ A„Cs« ñ ArC.e 


„| n2 n=k 


và /C A,)< ¡A, mọi ke NÌ. 


ti=.k 
Bài OI1. 
Cho (X. z3) là một không gian đo được và hàm ƒ:X —›[0, oo]. 


Hàm tập hợp /:: zA ~—>|0, oo| được định nghĩa bởi ¿(A)= $} ƒ(x) 
+x6A 


nếu 4= Ø và A hữu hạn hoặc đếm được, ;:(ố}=0 và u{A)= eo 

nếu 4 không đếm được. Chứng mình rằng /: là một độ đo trên ;A. 
Bài O12, 

Cho (E,)„ là một dãy các tập con đo được Lebesgue của Í0, I] thoả 


mãn lim /:E, —l. Chứng minh rằng với mọi œ < l, tồn tại một dãy 


;”— 


con (E, ) C(E,)„ sao chỏ Tên E„)>Q 
KH: tru k=I 1, 


Bài O13. 


Trên IR ta xét độ đo Lebesgue ¿. Giả sử E CIR. Chứng mỉnh các 
_ khẳng định sau 


a) m`E =inf{uGIG mở, G 2 E}, 
b) Nếu £ đo được Lebesgue thì 
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„E =sup{uFLF đóng, F C E}, 
c) Nếu £ đo được Lebesgue thì 
HÈ = sup{/K | K compact, K C E}. 
Bài O14. 


(Steinhaus) Chứng minh rằng nếu ACIR là tập đo được Lebesgue 
và /;A>0 thì Ö là một điểm trong của tập A—A, trong đó 


A-A=lx-ylx. ye4Ì}. 
(Hướng dẫn. Sử dụng Bài OI3 để có KCA, 5K, U mở, K 
compact sao cho / <2/¿K. Gọi 6=đ(K, IRVU)>0. (~¿, 6) là 
lân cận của 0Ø cần tìm]. 

Bài O15. 
Cho (X.X) là một không gian đo được ƒ:X>IR và 
Y=ƒ !(IR). Khi đó ƒ là đo được khi và chỉ khi ƒ"!({—oœo})e š, 
£''(el)ešŠ và ƒ là đo được trên Y.  - 

Bài Ol6. 
Giả sử (ƒ,), là một dãy các hàm đo được hội tụ theo độ đo về 
hàm ƒ trên A. Chứng minh rằng (ƒ,), là đấy cơ bản theo độ đo, 
nghĩa là 

Ve>0, jJim {xe All# (x)— # (xì >e} =0. 

Bài O17. 
Giả sử II là một dãy các hàm đo được trên A với giá trị trong 
IR, thoả mãn điều kiện : 


.Ye>0, lim #{xe All, (x)— £(+x|>e}=0. ` 


Chứng tỏ rằng khi đó tồn tại một dãy con (%) của (/), sao cho 
(% ) hội tụ h.k.n. trên Á về một hàm có giá trị hữu hạn và đo được 
trên A. 
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Bài O18. 
Cho (X, +1) là một không gian đo được với „Ä là một z— đại số 
và (ƒ/,)„„ là một dãy cát hàm số đo được trên X và nhận giá trị 
thực. Chứng tỏ rằng tập hợp £ gồm những xeX sao cho dãy 
(7,(4)),„ hội tụ là một tập đo được (nghĩa là E£ e „A). * 


[Hướng dẫn : £ là tập tất cá những điểm xe X sao cho (ƒ,(x)) là 


một dãy Cauchy trong TRÌ. 
Bài O19, 
Cho ƒ :IR ->IR là một hàm khả vi. Hãy chứng tỏ rằng đạo hàm ƒ' 
của nó là một hàm đo được (Borel hay Lebesgue). 
[Hướng dẫn : Xét dãy hàm (g„), xác định bởi 


.„neNlÌ, 


8„(x)= slz|[x+}|-69 
Ầ H 


Bài Q20. 
Giả sử (X, zA) là một không gian đo được, Áe „Ä và ƒ:A-—>IR. 
Khi đó ƒ là zA— đo được (trên A) khi và chỉ khi 
0 /£!1-=œ<})e~A và ƒ '{+eol)e 
Œi) £ !(8)e >A với mọi tập Borel Ø trong IR. 
Bài O21. 
Cho (X, zA) là một không gian đo được, A€ zA và ƒ, ø:A—>IR là 
các hàm đo được. Gọi h, k,/:A —>IR là các hàm xác định lần lượt 
như sau. xe A, 
| 
— nếu ƒ(x)eIR \{10], 
T0 Sàn ¿ ` 
h(x)=l0_ nếuƒ(x)=0, 
3+ nếuƒ(Y)=+œ, 
83— nếuƒ(x)—= —œ, 
ku= ƒ@Œ)+ g3) nếuƒ(x)+g(y) có nghĩa, 
tất cả các trường hợp còn lại, 
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ty)= ƒ€).g(x) nếu ƒ(x).g(x) có nghĩa, 
3 các trường hợp còn lại. 
trong đó Z3, ở.. ở, là các số tuỳ ý thuộc IR. Chứng tỏ rằng ñ, &, 
là các hàm đo được trên A. 
Bài O22. 
Cho /:1R —> IR. Giả sử rằng tồn tại C >0 sao cho 
` |ƒŒ)—/(y}]<€C|x— y|. mọi x,yeIR. 
Chứng tỏ rằng nếu AC IR và ¿„A=0 thì z{ƒ(A))=0 (ø là độ đo 
Lebesgue). : 
[Hướng dẫn. Trước hết hãy chứng tỏ rằng nếu / là một khoảng mở 
bị chặn thì (/(7))<€.] : 
Bài Q23. 
Giả sử ƒ:IR —>IR là hàm thoả mãn điều kiện 
ƒ(x+y)=/Œ)+ ƒ(y), với mọi x, yeIR. 
Chứng minh các khẳng định sau 
a) £0+x)=ƒ(x) mợi xeIR và mọi re<Q, 
b) Nếu ƒ bị chặn ở trên một khoảng không rỗng nào đó thì ƒ liên 
tục tại 0, 
c) Nếu ƒ liên tục tại một điểm nào đó, chẳng hạn tại 0, thì ƒ liên 
tực trên IR, 
d) Nếu ƒ liên tục trên IR thì ƒ(x)=ax với mọi xeIR, trong đó 
a=#ƒQ). 
e) Nếu ƒ là hàm đo được Lebesgue thì ƒ(x) = ax với mọi x eIR. 
(Hướng dẫn. a) Cố định + IR, xét lần lượt các trường hợp r=0, 
reN recZ2, vàreQ, ` 
b) Không mất tính tổng quát, có thể giả sử ƒ bị chặn trên một 
khoáng (—e, e) nào đó. 
c) Sử dụng câu a). 
©) Hãy chứng tỏ rằng tổn tại một số ø%<N sao cho 
E=ƒ `Í_n. n]) có độ đo dương. Sau đó áp dụng Bài tập O14 và 
câu b). 
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Chương 4. 


TÍCH PHẦN LEBESGUE 


Khái niệm tích phân Riemann chỉ có thể áp dụng được cho những 
hàm bị chặn, xác định trên các tập trong IR” và không có “quá nhiều” 
các điểm gián đoạn. Những hạn chế này làm cho tích phân Riemann 
không đáp ứng được những yêu cầu của nhiều vấn để khoa học. Năm 
1902. H. Lebesgue, trong công trình của mình”', đã đưa ra một khái niệm 
tích phân đặt cơ sở trên lí thuyết độ đo (ngày nay ta gọi là tích phân 
Lebesgue) mở rộng khái niệm tích phân Riemann. Ý tưởng cơ bản của 
tích phân Lebesgue là ở chỗ thay vì nhóm các điểm gần nhau của biến x 
như ở tích phân Rieman mà nhóm các điểm mà tại đó các giá trị của hàm 
gần nhau. Tích phân Lebesgue có những thuận lợi cơ bản là ta có thể định 
nghĩa tích phân cho các hàm đo được, bị chặn cũng như không bị chặn và 
cho phép miền xác định của hàm có thể là các tập rất tổng quát (trong các 
không gian độ đo, không nhất thiết là IR”). Hơn nữa, và cũng là quan 
trọng nhất. đối với tích phân Lebesgue ta có các định lí chuyển qua giới 
hạn dưới dấu tích phân mạnh hơn và thuận tiện hơn so với tích phân 
Riemamn. 


Trong suốt chương này (X, „A, ¿) là một không gian độ đo với ;À 
là một ơ~ đại số và A là một tập đo được nào đó (A e „A). 


ĐH, Lebesgue (1902) Intếgrale, longeur, aire. Annali Math. Pura ApplL, ser. 3,7 
pp.231 259 
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§ 1. KHÁI NIỆM TÍCH PHÂN LEBESGUE 


1.1 Tích phản các hàm đơn giản không âm. 
Ta sẽ kí hiệu .SƑ là tập tất cả các hàm đơn giản không âm (đo 
được) trên A e zA. Giả sử ƒe S7 thì ƒ có thể biểu diễn dưới dạng 


ƒŒ)=1#)q,XA.).xeA q1.) 
1 ¿=l 


trong đó các số œ, >0, các tập A, đo được. rời nhau từng đôi một, 


1.1.1 Định nghĩa. Tích phán của hàm đơn giản không âm ƒ trên A 
theo độ đo ¿ kí hiệu là ƒ ƒ(x)đ,{x) hay ƒ,ƒ(+)4j: hay gọn hơn 


J, #du. là số 32o;tLA,. Vậy 
Ĩ 


JL/ G)4u:= Ÿ) (,HẢ,. (1.2) 


;=|[ 


Rõ ràng rằng nếu /:A =0 thì ƒ, „=0. 


Nếu ƒc S¿' và £ là một tập con đo được của 4 thì ƒ„ là hàm đơn 
giản không âm trên £ và ta định nghĩa tích phân của ƒ trên E là tích 
phân của ƒ„ trên E. 


J„ du := J, sản. 
Dê thấy rằng nếu ƒ có biểu điễn (1.1) thì 
Jzfäp = 30 0(A,nE)= [, Kzảk. (1.3) 


1.1.2 Nhận xét. Định nghĩa 1.1.1 là hợp lí vì nếu ƒ có một biểu 
diễn khác, chẳng hạn : 


£Œ)=38,XB,(x), xe A 


=I 
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` 


„ 
(8, >0, Ø; đo được, rời nhau từng đôi một và (J B,=A) thì 
tai 
Su, = » 8n, 
m =l 
Thật vậy, với mỗi ¡ = l, 2, 3..... úạ ta có 
„ # ễ 
Ai=A,nA= An(U 8,)= U(A,nB,). 


/=l /=l 


Các tập A,f1B,, j=1, 2,.... m là rời nhau từng đối và nếu A.nB, >ø 


thì a; = đ,. Do đó /Á, = Š} „(A,nB,) và 


= 
SA, đi q/Š HA n8,)= 5 >aU{A A8,) 
£ị ¡i=Ìl m ¡~l /= 
= ` ° gua(A,OB,)= X *du(A n8,] 
—-= j=ti= 


= 38,5 H(A8,)= S38, 

Từ đây về sau để cho gọn nếu (ƒ, )„ là một đãy đơn điệu không 
giảm (không tăng) các hàm trên A. nghĩa là !,<S/,.¡ trên A, nœeN 
(/,>ƒ,.¡ trên A) và hội tụ đến hàm ø trên A thì ta sẽ viết 
,8(ƒf, #). Một số tính chất đơn giản khác của tích phân các hàm 
đơn giản không âm được cho trong mệnh đề sau. 

113 Mệnh để. Với mọi ƒ.ge SỈ, (Ứ,),. (8,),C SN. mọi 
ằ, Ö€1R. œ¿> 0, 830, các khẳng định sau là đúng. 

(Ù ƒ(xƒ + 0g)du = œÍ[, di + ÐƑ, sáu, 

(i) Nếu A= BỤC và BñC = ðØ thì 

Jạ tu = Jy tân + J. Ru, 

(ii) Nếu ƒ< g trên A thì |, fầu < | sdụ. 


tu) Nếu ƒ, 2g thì 
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lim Í, /,du = sản. 
nx 
(Y) Nếu ƒ,S f.ị Về 8, Sg&„.¡ mọi nñeN và lim ƒ,= lim g„ thì 
fịn mN, #„—Yx 


tồn tại các giới hạn lim 1 tan. lim 1. udu và 
lim J.J,dic= lim Jun. (1.4) 
Chứng nữĩnh. 
(¡) Dễ thấy rằng nếu c e[R và e >0 thì cƒ€ SZ và Jdu =cl, tụi 
Do đó để chứng minh công thức ở (¡) ta chỉ cần phải chứng minh 
JÚ + tt: = |, u+ {. sản. (1.5) 
Giá sử ƒ.ø lần lượt có biểu diễn 


f(x)= S`wXA, (v), gíy)= » Địa Áx). x€A. 
¿=l l Úc 


Với các kí hiệu. lập luận tương tự như trong Nhận xét I.1.2 với lưu ý rằng 
trên tập 4,/18, hàm ƒ+ ø nhận giá trị cœ, +Ö, Ta được 


DƯ +8)de= 3) (ai +g,d(A.nB,) 


m1] 
= vết về HẢA; n8,)+ s 3,5 0A ñ8,) 


f=]  j>I j=l “Èe| 
„ l m” 
= 3 quÁ, + `» 8,4, 
i=l /=l 
= lâu + sản. 
chính là (1.5). 


() Giả sử ƒ có biểu diễn (1.1) với Ủ A,=A= BUỤC. Khi đó. mỗi 


;=l 
i=] 2.v01%4=(BnA,)U(CDA,) và do 8 và C rời nhau nên 81A, 
ŒCñA; cũng rời nhau. Bây giờ khẳng định ở (ii) được suy ra từ (1.2) và (1.3). 
(ii) Chứng minh hoàn toàn tương tự như ở (¡) và chỉ cần lưu ý 
rằng trên mỗi tập A,Að, (kí hiệu như trong chứng mỉnh (¡)) thì 
ƒŒ)=¡ <gG)=0,, 


127.0.0.1 downloadad 71934.pdf at Tue Jul 31 11:34:53 ICT 2012 


Hị „” 
(iv) Giả sử g(x)= 3 @XA,, với A,fA, =ố, izj và A=UA, 
1z] 


r=† 
Cố định ? (0, 1) và đặt, với mỗi #¿eN, mỗi ¡=l, 2,.... m. 
A,= {x eA,l#(x)> ta,}. 
Rõ ràng rằng với mỗi ¡, # tập 4,, là tập đo được. Hơn nữa do ƒ, < /„, 
nên 4,,CA4,,.,. Hiển nhiên rằng Ù Aj¿C4, Còn nếu ve, thì do 
f,(x) = gÍx)=œ, và re(0, l) nên dĩ keN sao cho ƒ(x) >zo,. Nghĩa 


là xeA,, và do đó xe Ù 4,,. Vậy A,= Ù A„. i=1L2....m. Theo 
kail km] 
tính chất của độ đo, mỗi ¡ = I. 2...., øi. 
UlA, = lim ñA,r. (®) 
kê 


Lii 


Bây giờ ta đặt s„(x):= $)fœ,x„ (x), xeA, neN.Khi đó với mọi 
tr] "` - 


neN. xe<A, tacó s„(x)< ƒ#(\J< g(y). 


Theo (HI) ta được 
[,s/du= ta MÁ,„ < J,fdn < [ gân œ5 


Cho # — oo trong (**) và để ý đến (*). ta được 


vs ằ,LA, =t[, qảu S Jm J\ #ản < [. cản. 
Lại cho ?—> 1 trong bất đẳng thức này ta được 
Jm [, 4u =|, #dc 
(v) Trước hết để ý rằng theo (iii), các dãy (ƒ, 4m), và thụ quán), 
là đơn điệu không giám nên lim ƒ,ƒ,đ và lim ƒ,g„d/: tồn tại. Ta còn 
chứng minh (1.4) " bề 
Cố định øœœN và đặt ñ,(x)= min{ƒ,, e„}. neN. Dễ thấy rằng 
h,e.S mọi øeN và thụ), đơn điệu không giảm đo (ƒ,), không giảm. 


Mật khác vì ƒ/, /^lim, ƒ, =lim,g„ và lim,g„>g„ nên ñ„ ”g„ khỉ 
„”—>œ%. Theo (Iv), 
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lim 
U ` 


Lại vì h„ < ƒ, mọi neN nên ƒ,h,du < ƒ, /áu và do đó 


„— 


h„au =l 'A TIẾP 


An ii 


J,euảu = lim Juh,udu < lim J,t,dụ. 
Bất đẳng thức này đúng với bất kì me nên khi —> œ ta được 
lim J,g„đ#< lim Í, #,á4u. 
HT, ;” * 
Hoàn toàn tương tự ta cũng.có bất đẳng thức ngược lại và (1.4) được 
chứng minh 
1.2 Tích phản của hàm đo được không âm. 


Cho ƒ:A —>IR là một hàm đo được và không âm trên A. Theo 
định lí về cấu trúc của hàm đo được, tồn tại một dãy các hàm đơn giản 
không âm (ƒ,„) trên Á sao cho 


0< f,< /,.,¡ mọi 0eN và ƒ„  ƒ, n— cc. 
Giới hạn lim Í, #,đ/: tồn tại và là một số thực không âm hay +œ. Ta đi 
đến định nghĩa sau. 

1.2.1 Định nghĩa. Ta định nghĩa 0ích phán của hàm đo được không 
âm ƒ trên A theo độ đo ¿, kí hiệu là ƒ, de hay ƒ,ƒ(x)d,(x). là số 
lim Ƒ, ƒ„du. Vậy 

J, 4u = lim [, fán, 

Định nghĩa trên là hợp lí vì ƒ, /đ/ không phụ thuộc vào việc chọn 
các dãy hàm đơn giản không âm hội tụ đến ƒ (Mệnh đề 1.1.3 (v)). Cũng 
để ý rằng tích phân của một hàm đo được ƒ£ >0 luôn tồn tại và thuộc 
l0. 2]. 

1.3 Tích phân của hàm đo được. 

Bây giờ giả sử ƒ: A—> IR là hàm đo được bất kì. 

Khi đó nếu đặt ƒ” :=max{ƒ. 0}. ƒ :=-min{ƒ, 0} thì ƒ” và 


ý là những hàm đo được không âm trên A và ƒ=ƒ ~ƒ ., 
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lfi=ƒ” +”. Theo Định nghĩa 1.2.1, các tích phân Í,ƒ dụ và [,ƒ âu 


tồn tại và là các số thực không âm hay +cc. Một cách tự nhiên ta đi đến 
định nghĩa sau. 


1.3.1 Định nghĩa. Nếu một trong hai tích phân [,ƒ'dj và 
J;ƒ dị: là hữu hạn thì ta định nghĩa (ích phán của ƒ trên A (theo độ 
đo /2), kí hiệu là [, /## hay ƒ/€v)d{x), là số 

l„ du — IF £ dụ. 
Vậy 
J,dâáu =lƒTdu— J,£' du. 
Để ý là nếu tích phân của ƒ trên A tồn tại thì ƒ„ ƒeIR. 

Nếu ƒ, /@/€IR (nghĩa là ƒ, /#¿¿ tồn tại và hữu hạn) thì ta nói ƒ 
khả tích trên A. Lúc này cả hai tích phân [,/ƒ*d, và ƒ,ƒ dị. đều là 
những số hữu hạn. 

Giả sử E là một tập con đo được của A. Khi đó tích phân của ƒ 
trên £ được định nghĩa là tích phân của hàm #, trên £. Dễ thấy rằng 

Jụ tt =]; fydt = [\f‹ e4 
1.3.2 Ví dụ. (¡) ƒ(x)=c, mọi xe Á (c là hằng số) thì 
J, dâu =uA. 
(1) Xét hàm Dirichlet ƒ :|0, 1]—>IR. xác định bởi 
Ngĩ= | HIỂU „6 CỊHh 
0 nếux Vô tỉ. 
Khi đó 
đạ ##u =1.Í0, tỊnQ)+0.x:(6, 1ÌatD=0. 


Để ý rằng hàm Dirichlet không khả tích Rieman (ở đây kí hiệu E chỉ tập 
tất cả các số vô tÌ). 
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Gii) Nếu /A =0 thì mọi hàm đo được ƒ: 4 -—>IR đều khả tích và 
J,/4u=0. (1.6) 
Thật vậy, vì A =0 nên mọi tập con đo được của A đều có độ đo Ô và 
do đó (1.6) đúng khi ƒ là hàm đơn giản không âm. Từ đó (1.6) cũng 
đúng khi ƒ là hàm đo được không âm cũng như khi # là hàm đo được 
bất kì. 


BÀI TẬP 


1.1. Cho A là một tập đo được và (B,) là một dãy các tập.con đo được 


của 4 thoả mãn điều kiện 


B,CB,.., neN và Ù8, =A. 


uc] 
Chứng minh rằng nếu ge S thì 
Jm lên gảu = J„ sảụ. 
12. Cho (ƒ,) CS, g€Sÿ với ƒ,</„, neN và g<lim, ƒ, 
Chứng tỏ rằng 
Jạed,< Jm n J.#„dụ. 


1.3. Cho A là tập đo được và ƒ: A—› IR là một hàm đo được không âm. 
Chứng tỏ rằng 


4 dụ = sup{ ƒL ód¡: | ó là đơn giản không âm và ó < ƒ œ&) 
4 A 


§ 2. CÁC TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA TÍCH PHÂN 


Để khỏi phải nhắc lại, từ đây ta quy ước rằng các tập đề cập đến đều 
là các tập đo được còn các hàm nói đến đều đo được (trên các tập xác 


định tương ứng) và nhận giá trị trong tập số thực mở rộng IR. 
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2.1 Tính cộng tính." 
2.1.1 Định lí. Nếu AnB= Ø ?hì 
đau; #ầu = [, đau + J; đâu Œ@.D 
miễn là một trong hai vế của đẳng thức trên có nghĩa. 
Chứng mình. Theo Mệnh đề 1.1.3, (2.!) đúng khi ƒ là hàm đơn 
giản. 
Giả sử ƒ (đo được) không âm trên AUØð và (ƒ,) là dãy các hàm 


" 


đơn giản không âm trên AU) 8 thoả mãn ƒ„ ” ƒ. Khi đó với mỗi neN, 
Jạua tảu = J2 ám + l; áp. 


Cho # — œo ta được (2.1). 
Giả sử ƒ là hàm đo được tuỳ ý. Khi đó ƒ = ƒ* —ƒˆ với ƒ* và ƒ~ 
là các hàm không âm trên 4Uð. Theo điều vừa chứng minh ở trên thì 


- Jgf*ảu= J„f táu+ J„£ tảu, (2) 


Jaun ƒ "4h = [LVf du + Jyf "dụ. (2.3) 
Nếu vế trái của (2.1) có nghĩa thì vế trái của một trong hai đẳng thức trên 
phải hữu hạn. Chẳng hạn, nếu vế trái của (2.2) hữu hạn thì cả hai tích 
phân trong vế phải của (2.2) cũng hữu hạn và đo đó hai hiệu số 
lLf 'du— [,fƒ du, Í>„ƒ du— [„f du 


đều có nghĩa và khác +oo. Bây giờ trừ vế theo vế (2.2) cho (2.3) ta được 
(2.1). 


Tương tự như vậy, (2.1) cũng được chứng mình cho trường hợp 
J) dân + Í„ tấu có nghĩa R 

2.1.2 Hệ quả. Nếu BC A và tích phân [, fấu tổn tại thì J fdu 
cũng tôn tại Đặc biệt, nếu ƒ khả tích trên A thì ƒ cũng khả tích trên B. 

Chứng mình. Vì A= BU(AXB) và Bn(AXB)= Ø nên theo Định 
lí 2.1.1 tổn tại ƒ, ##¿¿ và ta có 


tý nghĩa của thuật ngữ “cộng tính” sẽ được giải thích rõ trong Mục 3.2 dưới đây. 
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J, kh:= JyfÄt:+ [Lạ đâu. (2.4) 
Nếu ƒ khả tích thì ƒ,/#¿ hữu hạn. Từ (2.4) ta suy ra jg/ƒđ„ hữu hạn. 
nghĩa là ƒ khả tích trên 8 R 
2.1.3 Hệ quả. 
(i) Nếu ƒ >0 trên A và BCA thì [„ âu < |, fâu. 
(ii) Nếu „#B =0 và. Ƒ, dt tồn tại thì 


ạuy Rẳm = [„ Âu= [tấn 

ti) Nếu ƒ~g trên A thì |, Rằ-.:—= [Ledu miễn là một trong hai 
tích phân trên tồn tại. Đặc biệt nếu ƒ =0 h.k.n. trên A thì J, 7u =0. 

Chứng mình. Dễ thấy rằng (ï) được suy ra trực tiếp từ Hệ quả 2.1.2 
với lưu ý rằng ƒ..„ #+>0. 

Với (ii). đẳng thức ƒ, „/#= ƒ,fdu để dàng được suy ra từ Định 
lí 2.1.1 và nếu Af8= Ø. Nếu Af18~ Ø thì ta có thể đưa về trường hợp 
trên bằng cách đặt AU8 = AU(BVA) và lưu ý rằng ¿(B\X4)=0. Đẳng 
thức còn lại có thể được chứng minh theo cách như vậy còn (ii) là hệ quả 
của (¡) E 

2.1.4 Nhận xét. Hệ quả 2.1.3 (cũng như Hệ quả 2.1.2 với 
-i(ANB)—=0) cho thấy rằng nếu ta thay đổi giá trị của một hầm có tích 
phân trên một tập có độ đo 0 thì vẫn không làm thay đổi tích phân của nó. 
Chính vì thế mà sau này (trong việc nghiên cứu tích phân) nếu một hàm 
ƒ xác định và đo được trên một tập con đo được EC A mà ¿(ÁN E)=0 
thì ta cũng định nghĩa ƒ, ##;:= Í„ #ẩu. 

2.2 Tính bão toàn thứ tự. 

2.2.1 Định lí. Mếu ƒ <g trên A và các tích phân |, du. [sâu 
tần tại thì à W 
J, tâu < Ísảu. (2.5) 

Chứng mình, Theo Mệnh đề 1.1.3, bất đẳng thức (2.5) đúng khi ý 

và ø là các hàm đơn giản không âm. Nếu ƒ, g>0 thì tồn tại các dãy 


(ƒ,),. (g,), các hàm đơn giản không âm trên A sao cho ƒ, ”ƒ và 
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8, 8 Đặt ñ„ = min(ƒf,, g„), nñneN thì ñ„ là hàm đơn giản không âm, 
mọi øØe€N. Vì /ƒ/<y nên dễ thấy rằng h  ”ƒ. Ngoài ra vì với mỗi 
neN, ¡„ <ø, nên J,h,du< [ g„du. Do đó 

J,#ii.= lim ƒ,huả < lim Jà suản = |) sáu. 


Bây giờ nếu ƒ. g là các hàm đo được tuỳ ý và ƒ<g thì ƒ 7” <g” 
và /ƒ` >ø_. Theo trên ta có 
JẠf au<J.s án, [Q£f du > [ve dụ. (2.6) 
Vì ƒ,#lu và ƒ,gả,: tồn tại nên một trong hai tích phân ƒ, ƒ*đ, 
J¿# dụ: hữu hạn và một trong hai tích phân ƒ,ø”, ƒ.ø ` cũng hữu hạn. 
Bất đẳng thức (2.5) được suy ra từ điều này và (2.6) 


Dẻ dàng nhận thấy rằng kết luận ở Định lí 2.2.2 cũng đúng nếu ta 
thay ”£ < ø trên A” bởi giả thiết * ƒ <g h.k.n. trên 4”. 


2.2.2 Hệ quả. Giá sử uA < +oo. Nếu ƒ bị chặn cốt yếu” trên A 
thì ƒ khả tích trên A. 

Chứng mình. Nếu ƒ 30 và bị chặn cốt yếu trên A thì có K >0, 
BCA. ¡¿B=0 sao cho 0< ƒ<K trên ANB. Theo Định lí 2.2.1 thì 

0< Í/:= J¿ âu Š [2 „,Kdui= KH(AÝ B) < +oc, 

Trường hợp ƒ đo được tuỳ ý thì ƒ=ƒT —ƒˆ. Vì ƒ£ bị chặn cốt 
yếu trên A nên ƒ” và ƒ_ cũng vậy (để ý là các hàm này không âm). 
Theo điều vừa chứng minh ƒ, ƒ”*đd¿ và ƒ,ƒ dụ hữu hạn. Do đó ƒ khả 
tích trên A 

2.2.3 Hệ quả. Nếu ƒ khả tích trên A thì ý hữu hạn h.k.n. trên A. 


Chứng mình. Đặt. B :— {x cAlƒ(x)= +oo}. Khi đó Ø8 là đo được 
và ƒ cũng khả tích trên 8. Để ý rằng với mọi W >0 thì ƒ(x)>MN, mọi 
xe8. Do đó 


€) Định nghĩa ở Nhận xét 5.3.2, Chương 3. 
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+cœo> Í„ du > ƒ„ Nâu = NụB, mọi W >0. 
Từ đây ta có =0. Hoàn toàn tương tự ta cũng chứng minh được 
ulz e41ƒ/(x)=—oe}Ì=0. Vậy ƒ hữu hạn h.k.n.trên A Ê 
2.2.4 Hệ quả. Nếu ƒ >0 trên A và [,fdu=0 thì ƒ=0 hịknn. 
trên A. 
Chứng mính. Với mỗi neN ta đặt Á„:= Ề eAlƒ()> 2} Khi đó 


với mọi ne€N 
» 
zÀ„C A,¡ và B= U A„={xeAl ƒ(x) >0} 
nñ=l 


nên /„ð = lim /:4„. Mặt khác, theo giả thiết ta được 


0= [, đấu > [, đầm >—wA„ mọi neN, 
b " 


Vậy /¿A,==0 mọi e€N và do đó ¿B =0. nghĩa là ƒ =0 h.k.n. trên A 
2.3 Tính tuyến tính. 


2.3.1 Định lí. Các đẳng thức sau đây là đúng miễn là các vế phải 
có nghĩa. : 


(i) J,gau =cÍ, lâu. (cTR), 

ti) J2(ƒ + Mu = J\ du+ [„ sáu. 

Chứng mình. Theo Mệnh để ï.1.3. (), (i1) đúng khi ƒ là đơn giản 
không âm và c >0. : 

œ) Chứng minh (ï). Giá sử ƒ >0 trên A4. Theo định lí về cầu trúc 
hàm đo được, tổn tại một dãy các hàm đơn giản (ƒ,) sao cho 
0<, ”ƒ trên A. 

Nếu c>0 thì , “đ và () được suy ra từ đẳng thức 
JẠcfdu = c[, f4, bằng cách cho nñ — œ. 


Nếu c<0 thì <0 nên (ợ)” =0 còn (ợ} =-dƒ. Từ đây theo 
. định nghĩa của tích phân và điều vừa chứng minh ta có 
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J 8u = J2(#) =J(#)” =0- J2) =e[, đâu. 
Trường hợp ƒ là hàm đo được tuỳ ý và ƒ = ƒ†—ƒ- thì () được 
suy ra từ chứng minh trên với lưu ý rằng 
(ý) =ợ", (#} =d- nếu c >0 và 
(#)”=-đ”. (ý) =-” nếu c<0. | 
0) Chứng minh (i¡). Giả sử ƒ, ø là các hàm đo được không âm và 
(Z.),. (ø„)„ là các dãy gồm những hàm đơn giản sao cho 0< ƒ, Z ƒ và 
0<&, ”g trên A. Khi đó mỗi øeN, ƒ,+g„ là hàm đơn giản không 
âm và 0<(ƒ,+ gø„) (ƒ +&) trên A. Ta có : 
lẠ +8)4ụ= lim [L(f, +s,)u 
= lim [J, #4, + [„s,4n] 
= lim Ƒ,/,du + lim ,g„du 
=J)/au+ [, sáu. 
Vậy (¡¡) được chứng minh cho trường hợp này. Từ đây cũng dễ dàng thấy 
rằng (bằng quy nạp) nếu ạ, j;..... ñ„ (me N) là các hàm không âm trên 


A thì ta cũng có : 
„” „” 
đàà hán = 3 Jụ há. (2.7) 
Bây giờ giả sử ƒ,sø là các hàm đo được trên A và tổng 
J/4u+ J, sáu có nghĩa. Lúc này phải có ƒ, ƒ”4w và ƒ,g*du đều hữu 
hạn hay ƒ,ƒ đ,¿ và ƒ,øg du đều hữu hạn (ƒ=/'-Ƒ., s=e'Tg). 
Giả sử các tích phân ƒ„ ƒ”đ/; và J,ø° 4, hữu hạn (trường hợp còn lại 


được chứng mính tương tự). Khi đó ƒ” và ø” đều hữu hạn h.k.n. trên A 
(Hệ quả 2.2.3) và do đó ƒ < oo, g< +œo h.k.n. trên A. Vậy ƒ+ø xác 
định h.k.n. trên 4. Không mất tính tổng quát ta có thể giả sử ƒ(x)< +co 
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và gÍx)< +œo khắp nơi trên 4 (nếu không ta xét các hàm Nà ø lần lượt 
tương đương với ƒ và ø và thoả mãn điều kiện trên rồi sử dụng Hệ quả 
2.1.4 ñ1)). 

Đặt — / +. Khi đó vì hP <S/ƒ”+g'ï nên các hàm #',/`, ` 
đều hữu hạn và ta có : = 

h=h'-h =Ƒƒ —ƒƑƒ +g`Tg., 
hh +ƒ +g  =ƒ +g'+h. 

Áp dụng (2.7) cho đẳng thức thứ hai ta được 

J,h'an+ |,£Ƒ du+ [Le du= [QƑ du + Ƒg”° đit Ƒhhdu - (2.8) 
Để ý rằng 

J,h'dun< J„f' du + [s8 ` đu < +©. 

Do đó cả ba tích phân ƒ,ƒ *du, [8# du, ƒh du, đêu hữu hạn. Đẳng 
thức cần chứng mỉnh được suy ra từ (2.8). Định lí đã được chứng minh 
hoàn toàn l 

2.3.2 Nhận xét. Nếu ta kí hiệu //{A, ,¿) là tập hợp gồm tất cả 
những hàm khả tích trên A (trên tập này ta không phân biệt các hàm 
tương đương) thì theo Định lí 2.3.1, /(A, ;) là một không gian vectơ 
trên trường IR. Lúc này, cũng theo Định lí 2.3.1, hàm /:/'(A, ¿)—>IR 
(thường cũng gọi là phiếm hàm tích phân) xác định bởi /(ƒ):= ƒ, ƒ(x) đu, 
ƒL(A, ,) là một phiếm hàm tuyến tính trên /J(A, ¿). Điều này giải 
thích thuật ngữ “tính tuyến tính” sử dụng ở trên. 

2.4 Tính khả tích. 

2.4.1 Định lí. Các khẳng định sau là đúng 

tỉ) Nếu [du có nghĩa thì |J, | < [| Hu, 

(ii) ƒ khả tích trên A khi và chỉ khi || khả tích trên A. 

(Ù Nếu |ƒ|<g h.k.n. trên A và ạ khả tích trên A thì ƒ cũng khả 
tích trên A, : 

(iv) Nếu ƒ, g@ khả tích trên A thì ƒ+gø cũng khả tích trên A. Hơn 
nữa nếu ƒ khả tích còn g bị chặn trên A thì ƒ.g khả tích trên A. 
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Chứng mình. 

Œ) Vì [ủi có nghĩa nên đẳng thức Í,##:= [„ƒ 'du— J,£ du 
có nghĩa và một trong hai đẳng thức này là hữu hạn. Do vậy ta có 

Ua#&n|=lf2#' = #7 |< 1# +hf = hi 

(ii) Nếu {/| khá tích trên A thì theo (¡) ƒ cũng khả tích trên A. 
Ngược lại, nếu ƒ khả tích trên A4 thì cá hai tích phân J,f dụ và 
ƒ,£ƒ dụ đều hữu hạn. Từ đăng thức Jfl=#'+# tacó 

0< /j#ft= lLƒ°du+ [,£ƒ dụ < + 
Nghĩa tà |ƒ| khá tích trên Á. 

(ii Nếu |ƒ|J<g h.k.n. trên A thì ƒ |/|đu S [\eđ¿< +sc nên |ƒ| 
cũng khả tích trên A và do đó theo (1) £ cũng khả tích trên A. 

(iv) Nếu ƒ, ø khả tích trên A thì tính khả tích của ƒ+ø được suy 
ra từ Định lí 2.3.1, còn nếu ƒ khả tích và @ bị chặn trên A. chẳng hạn, 
le < K. thì từ đẳng thức iƒ.e|< K.|ƒ| ta suy ra 

JẠI#-gidu < K [,Ìfldu <+®<. 


Điều này có nghĩa là |ƒ.g| khả tích và do đó ƒ.g cũng khả tích. Định lí 
đã được chứng minh l 


BÀI TẬP. 
2.1. Cho ƒ:AIR là hàm đo được không âm. Chứng tỏ rằng nếu 
8cAm 


lạ /dui:< J„ /äu. 


2.2. Gọi ;A=/2(N), ø_— đại số tất cả các tập con của N. Với mỗi 
Ae x4 ta đặt ;(Ø)=0 và 
¡ — nếu A cón phần tử, 


[LA = , 
+œ nêu A vô hạn, 
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2.3. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.7. 


2.8. 


a) Chứng tỏ rằng ¿ là một độ đo trên „A và ¿ là z— hữu hạn. 
b) Giả sử Ae zA, A hữu hạn ƒ:A->IR và ƒ(x)=—oo mọi xe A4. 
Chứng tỏ ƒ là đo được trên A và tích phân ƒ, /ở¿ tồn tại. Tìm 
điều kiện cần và đủ để ƒ khả tích trên A. 
Cho A là một tập đo được và ƒ:ÁA-—>IR là hàm khả tích (theo độ 
đo ¿). Ta đật 

Bu,= {x e All#(x) > n}, 


A,={xe Aln <|ƒ(x|<n+1}, neN. 
Chứng minh rằng 
a) ¿B,„ < +oo, mọi 0eN, 


bì lim B, =0, 


` 


©) lim 3Š 4, =0, 


|... 
Cho X là một tập không rỗng, aœeX và 6, là độ đo Dirac tại a 
trên (X). Giả sử ACX và ƒ:A->IR là một hàm tuỳ ý. Hãy 
tính ƒ, ##¿¡ và tìm điều kiện cần và đủ để ƒ khả tích trên A. 
Cho A là một tập đo được và A<oo, ƒ„,ƒ:ÁA->IR, øeN, là 
các hàm đo được. Hãy chứng tổ rằng nếu ,l#,— f4, — 0 thì 
!,——>ƒ trên Á, n— œ. 
Giả sử ƒ là hàm đo được trên A. Chứng tỏ rằng nếu có hai hàm ø, h 
khả tích trên A sao cho g< ƒ < ƒ h.k.n. thì ƒ khả tích trên A, 
Giả sử ø là một độ đo đủ, ƒ khả tích và ƒ>0 h.kn. trên X. 
Chứng tỏ rằng nếu A là một tập con đo được của X thoả mãn 
J,Jau =0 thì ¿A =0. 
Giả sử ƒ là hàm khả tích trên A. Chứng tỏ rằng khi đó tập 
{x AI ƒ(x) =0} có thể biểu diễn thành hợp của một họ đếm được 
các tập có độ đo hữu hạn và rời nhau từng đôi. 
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§ 3. QUA GIỚI HẠN DƯỚI DẤU TÍCH PHÂN 


Bây giờ chúng ta chuyển sang khảo sát một tính chất quan trọng 
thường gặp trong giải tích và lí thuyết xác suất. Đó là việc qua giới hạn 
dưới dấu tích phân Lebesgue. Đây là một trong những ưu điểm nổi bật 
của tích phân Lebesgue so với tích phân Riemann. 

3.1 Qua giới hạn dưới dấu tích phân. 

Các Định lí 3.1.1, 3.1.2 sau đây thường được gọi là các định lí về sự 
hội tụ đơn điện của Beppo Levi. Cũng như trong mục trước, các hàm nói 
đến trong mục này đều đo được trên tập đo được Á và nhận giá trị trong 
tập số thực mở rộng IR. 


3.1.1 Định lí. (Levi) Nếu 0 < ƒ, 2 ƒ trên A thì lìm ƒ„ f„dk:= {„ đâu. 


Chứng mình. Trước hết đế ý rằng từ giả thiết ta có ngay 
lim JÀ f,du cũng như ƒ, f4 tồn tại. 


Theo định lí về cấu trúc hàm đo được, với mỗi nœeN, tồn tại một 
dãy các hàm đơn giản không âm (ƒ,„)} Sao cho ƒ,, /”ƒ, trên 4, 


(*  o). Bây giờ ta đặt, với mỗi øeN, 
hụ ;= max hú» đen đền k 
Khi đó dễ thấy rằng (*„) là dãy các hàm đơn giản không âm trên A. 


Ngoài ra, vì /„„ € „„„¡, mọi mSn nên ñ„<b„„ị, neN. Vậy (h„), là 
dãy không giảm. Hơn nữa rõ ràng là 

h„ S ƒ, S ƒ, mọi neN. @.1) 
Do đó lim,h„ < ƒ trên A. Mặt khác, nếu /ø<m thì /„„ <”„. Do vậy 
đạ= Jm đụ» Jm h„, mọi meN Cho m>cc ta được 


Jăm £ B, < lim h„. Kết hợp với bất đẳng thức vừa chứng minh ở trên 


1 


ta duc 
lim h„ = ƒ. (3.2) 


;—>^ 


Từ định nghĩa tích phân của hàm đo được không âm, (3.1) và tính bảo 
toàn thứ tự của tích phân ta được 
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_ tìm J hu4dkc= [khí < lim [du < [tấu 
Từ đây ta suy ra đẳng thức cần chứng minh E 
3.1.2 Định lí. (Levi) Giá sử HT" là một dãy đơn điệu (tăng hay 
giảm) các hàm đo được trên A và tấn tại một số kạcN sao cho # khả 
tích. Khi đó : 
lim JL/#,du= J, lim #,dụ. (3.3) 
Chứng núnh. Ta chỉ cần xét trường hợp (ƒ,) là dãy đơn điệu tăng 
(trường hợp còn lại được xét tương tự) và không mất tính tổng quát ta 
cũng có thể giả sử / khả tích. Như vậy ƒ, ƒ dự< +oe và do đó ƒ~ hữu 
hạn h.k.n. trên A. Bằng cách thay đổi giá trị của ƒ trên một tập có độ 
đo không (nếu cần) ta có thế xem ƒl hữu hạn trên A và ƒ, <ƒ{ trên 
A. Như vậy. 0<(ƒ, + / }2(ƒ + ƒ } trên A. Định lí 3.1.] cho ta 
lim ƒ, /„®:+ {1# du = lim [ (ƒ, + }du= 
JiờnN, k HH TTx 
=1, Jim + #7)dụ = J, lim + J,# dụ. 
(3.3) được suy ra từ đẳng thức này với lưu ý rằng J,# dụ: là hữu hạn R 
3.1.3 Nhận xét. 


@) Qua phép chứng mình Định lí 3.1.2 chúng ta nhận thấy rằng 
trong trường hợp (ƒ,), là dãy đơn điệu tăng thì chỉ cần ƒ 7) đu < +2 là 


đủ. Tương tự như vậy, nếu (ƒ, ), là dãy đơn điệu giảm thì chí cần giả thiết 
J./,' dị <<+oo là đủ. 
ŒÏ) Để ý rằng Định lí 3.1.2 cũng đúng nếu ƒ„ ƒ và ƒ khả tích 
trên A. l 


3.1.4 Hệ quả. Nếu g„ >0 trên A, mọi neN mhỉ NN lề g địt = bà Jun. 
Ẵ „=Ï w:=Ï 


An 


dị: <+o©o thì » 8„(Y)< +oo h.k.n, trên A và hàm số 


nị 


` MếM thêm tị 
nà] 


> 
e«x)= 8„(X) khả tích trên A. 
LÊ) 
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l LJ éXN ` 
Chứng mình. Đặt ƒ, = 3g, nñneN. Khi đó 0< /„ 3)«,. Đăng 
&=] Kel 
thức cần chứng mình được suy trực tiếp từ Định lí Levi. Kháng định còn 


lại được suy ra từ Hệ quả 2.2.3 và giả thiết 5” Í, g,đ< + 


3.1.5 Định lí. (Bổ để Fatou) Mếu ƒ, >0 trên A, mọi neN thì 
J im/,4v < lim J4. 3.4) 
Chứng nữnh. 
Với mỗi neN, đặt ø„ = inf {/,. H b3 2i): Khi đó theo định nghĩa 
của giới hạn dưới ta có 0< ø„ 7 lim ƒ„. 


" 


Định lí 3.1.1 cho 
lim Jh NI = lạ lim /#„đ¡:. (®) 
Mặt khác. mỗi „eN, ø„ < ƒ, trên A và Jạ tuẩn S J, tuân. Do đó, 


lim Ƒ, g„4¿ = lữm ƒ,6„đ# < lim J, fdu. % 
ro ñny% 


Các hệ thức (*) và (**) cho ta điều phải chứng mình R 

3.1.6 Nhận xét. : 

() Bất đẳng thức (3.4) còn đúng nếu /„ >, øeN và ø khả tích 
trên 4. Thật vậy, để thấy điều này chỉ cần áp dụng Bổ để Fatou cho dãy 
0m Jin 

(ii Nếu ƒ, < ø mọi øð„eN và ø& khả tích thì 

[,im/,4,> ñm Ƒ, 0,4m Q.5) 


Thật vậy, lúc này —ƒ, >—“ mọi øeN. Áp dụng Bổ đề Fatou (cùng 
với ()) cho dãy (—7) và để ý rảng với mọi đây (a,),„, 


lim (—a„)=— lim II 


3.1.7 Định lí, (Định lí hội tụ bị chặn Lebcsgue) Gi¿ sử (.)„ là dạy 
các hàm đo được trên A thoa mãn |l#,Ì< 8, mọi ne6N và g là hàm khả 
tích trên A. Nếu (ÿ, )„ hội tụ hâu khắp nơi hay hội tt theo độ đo về một 
hàm ƒ trên A thì 


lim Í, #4, = J,Jâu. (3.6) 


Chứng mình. (Ì) Trường hợp ƒ, —› ƒ (n>œ) h.k.n. trên A. Để ý 
rằng do tích phân của một hàm không thay đổi khi ta thay đổi giá trị của 
hàm đó trên một tập có độ đo không nên ta có thể giả sử ƒ„ — ƒ khắp nơi 
trên A. Vì ø khả tích trên A và ~g< ƒ, <g nên Bổ để Fatou cùng với 
Nhận xét 3.1.6 cho ta 


{, lim, < lim ƒ,/, < lim ƒ, 7, < ƒ„ lim ƒ, 


LẮ Lư thờ 


Từ đây (với lưu ý rằng lim ƒ, = lim đ„ = ƒ) ta suy ra (3.6). 


() Trường hợp ƒ,——¬ƒ trên A. Giá sứ (ƒ„ }, là một dãy con của 


(Ứ,), sao cho ƒ„/, đị:—> lim ƒ, /4¡ (một đấy như thế bao giờ cũng tôn 


tại). Để ý rằng ta cũng có đ >ƒ. Do đó có một dãy con của dãy này, 
( ) . hội tụ đến ƒ h.k.n. trên A. Từ chứng minh trên ta có 
lim ƒ,/ = lim J/, = lim [v„, = Í,/: 


aqa—x 


Hoàn toàn tương tự ta cũng có 


lim J, /,áu = J./đdp. 
Từ đây ta nhận được (3.6) E 

Hệ quả sau đây tỏ ra hữu ích trong nhiều trường hợp. 

3.1.8 Hệ quả. Giá sứ tLA < +oo, IÃ <K mọi neN (K là một hằng 
số nào đó). Khi đó nếu (ƒ, } hội tụ về ƒ theo độ đo hay hầu khắp nơi 
trên A thì 

Jim J#4:= JL âu W 
3.2 Tính ơ— cộng tính và tính liên tục tuyệt đối của tích phân. 
Chúng ta vẫn làm việc với không gian độ đo (X, zA, ) và giả sử ƒ 


là một hàm xác định trên X với giá trị trong IR và có tích phân trên X. 
Xét hàm tập định nghĩa bởi 
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Xi— IR 
Ar=X(A)= J, dâu. 
Hàm tập À thường được gọi là (ích phân bất định của ƒ. Từ tính cộng 


tính của tích phân (Định lí 2.1), hàm tập ^ là cộng tính. Thực ra % còn 
là ơ— cộng tính. Ta có định lí sau. 


3.2.1 Định lí. Hàm tập X (định nghĩa như trên) là œ— cộng tính, 


nghĩa là nếu (A,)w C 2À. Á,DÁ„ =Ố, nm A= LJ A, thì 


n=l 


J, âu = È J, đâu 2) 


Hơn nữa, ƒ khả tích trên A khi và chỉ khi ° IR |ƒ|đu¿< +œ. 
„m] ” 


Chứng mính. () Giả sử ƒ>0 trên A. Với mỗi neN ta đặt 


B,=ỦA, Khi đó B,CB.C--CÁ và A=ÙB, Dễ thấy rằng 
k=l 


¡ø„=Ì 


0S, ƒ  ƒ trên A và Định lí Levi cho 
lim ƒ,XB,/#du= lim Í, Jdu = J2 tan. (Œ®) 


Mặt khác, để ý đến tính cộng tính của tích phân và định nghĩa của tập B, 
ta có 


lim IP du = lim là ƒfdu= SP /du.-. (**) 
1>. * "n—. kẰĂ=Il £ k=I 4 


Kết hợp (*) và (**) ta được (3.7). 
Œñ) Bây giờ nếu ƒ là hàm đo được tuỳ ý thì áp dụng kết quả vừa 
chứng minh ở (¡) cho ƒ† và ƒ” ta được : 


® 


J7 0du= S [2 f4 [,ƒ dụ= È , f d.  0%9 


nq= 
Vì Í  /#du có nghĩa nên một trong hai tích phân J,ƒ°du và Ƒ,ƒ du 
phải hữu hạn, chẳng hạn, ƒ ƒˆđ/< +eo. Khi đó J, ƒ du„<+oœö mọi 
neN. Do đó từ (***) ta được 
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N8 nn na Nhan 


D15 MT DA] 
Kháng định cuối cùng của định lí được suy ra từ đăng thức 


f,Uldn=®J,Iau W 


Hà 
3.2.2 Hệ quá. Gi¿ sử ƒ đo được không âm trên X. Khh đó ÁN là 
một độ đo trên „À, Lúc này X được eọi là độ do vác định bởi Ƒ và H. 


3.2.3 Ví dụ. Tính tích phân |. —_ (;: là độ đo Lebesgue 
+ 


(xj EN 
trên IR). 


Gọi 6) =-T— A={0. %) và A, =0, n|, øeN thì A= Ù Ả„ 
ÄÑT + 


. „ml 
và Á,C Á,,¡. mọi ứø Vì ƒ>0 trên A nên hàm tập À sinh bởi ƒ và / là 


một độ đo trên ø— đại số các tập đo được trên |0, s). Do đó 


X4 = lim, A,. Đế ý rằng X4, = ly, ›———— đ¿: và trên mỗi đoạn l0, øÌ hàm 
-+ 


(TH: 
kì VI 


ƒ liên tục nên khả tích Riemann và tả có (xem Định tí 3.15 đưới đây) 


đảm = dụ = LG = arctg 0. 
Do vậy 
: I : : | 
đà, Tư N, =XM1= lim) TP EYHA 


= limarctg = 


d 


2| >3 


3.2.4 Nhận xét. Dễ thấy rằng nếu Ác zA mà /¿A==0 thì ÀA=0. 
Một độ đo tuỳ ý : zÄ —IR được gọi là điên trục ruyệt đối đối với ¿+ (kí 
hiệu ;<€¿i).nếu với mọi E6 z\ mà /E =0 thì ta có ,E=0. Như vậy 
nếu độ đo ÀX xác định bởi một hàm đo được không âm : X —> IR và HÀ 
thì X‹<¿/ Nếu / là ơ— hữu hạn thì điều ngược lại cũng đúng. Nghĩa là 
khi đó với mọi độ đo 1⁄2: —>IR mà < „: đều tồn tại (duy nhất theo 


một nghĩa nào đó) một hàm đo được không âm ƒ : X —> IR sao cho 


127.0.0.1 downloaded 71934.pdf at Tue Jul 31 11:34:53 ICT 2012 


LÀA = ÿh /d¿, mọi Ae xÃ 

(đây là nội dung Định lí Radon —- Nikodym, độc giả quan tâm xin xem 
chẳng hạn [HU)). 

Định lí quan trọng sau đây đôi khi cũng được gọi là định lí về tính 
liên tục tuyệt đối của tích phàn. 

3.2.5 Định lí. Nêu ƒ khả tích trẻn A thì với mọi c>0, tốn tại 
>0 sưo cho 

J,|/ldu <€ 

với mọi tập đo được ECA mà qiE < ð. 


Chứng mình. Cho trước c >0. Với mỗi œ<N., ta đặt 


_ |) nếu ve A và |Ƒ(x)]< ø, 
H nếu + € Á và |# (x)| > n. 


(4) 


Khi đó rõ ràng (/,), là đo được trên A và 0< /, /2|7|. Từ Định lí Levi, 
ta có 

lim ƒ\/4n= [ |4. 
Vì ƒ,|/|d, hữu hạn (do ƒ khả tích) nên ta có thể chọn nạ€N sao cho 


f0l=⁄)4u * và chọn ở là số dương thoả mãn cớ Khi đó 
“¿0U 


nếu £ ezA, EÉCA và øE <6 thì 
J;|#|d:= J„|ứ f|— # 72 Ìdu +, 1d < 
<J,\-7 nn ¡đút nụjE <Š 5= cï 


3.3 Quan hệ giữa tích phân Lebesgue và tích phân Riemann. 

Trong mục này trước hết chúng ta sẽ chứng minh rằng tích phân 
Lebesgue thật sự là một sự mở rộng của tích phân Riemann. Sau đó trong 
điều kiện chín muồi. chúng ta sẽ thiết lập Định lí Lebesgue chỉ rõ lớp các 
hàm khả tích Riemann trên các hình hộp trong IRẾ, điều mà trong giải 
tích cổ điển ta chưa có điều kiện để thực hiện. 
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Để thuận tiện cho việc theo dõi, ta sẽ chỉ tiến hành cho trường hợp 
& =1, Trường hợp tổng quát phép chứng minh hoàn toàn tương tự. 


3.3.1 Định lí. Mọi hàm ƒ:[a, b|—xIR khả tích Riemann đêu khả 

tích Lebesgue và hai tích phân đó trùng nhau, nghĩa là 
(R) ƒ°£(x)äx = J} Rau. 

Chứng mình Với mỗi neN, ta hãy xét phân hoạch 
,== {4o Xị. 32... 4á} của [a.b| với x,=a+i(b—a)2ˆ", i=0. 
2...2”. Đật 

3ể 


2 2 
#24 S_ miXi, ~t:x,) và ứ,= 3 Mu, "hy 


‡ 


m, = inf {ƒ(x)I xe [xu.x;]}- M,:=sup{f(x)1x e[x, ,.+x, |}. Khi đó rõ 
ràng rằng 
J)e,4n=e,, J”U,4u=Q,, 2, < ƒ <0, trên [a, bỊ. (*) 
Ở đây „ và Q„ lần lượt là các tổng Darboux dưới và trên của ƒ trên 
la, b} ứng với phân hoạch ,. Để ý rằng {y„ )„ là đãy các hàm đơn giản 
không giảm còn („), là dãy hàm đơn giản không tăng. Do đó nếu gọi 
, lần lượt là giới hạn của chúng thì 
„”2<ƒf, ứ,š0> ƒ h.kn. trên [a, bị. 
Bây giờ vì (0„—v„,)`\,—w2 >0 nên từ Định lí Levi và tính khả tích 
Riemann của ƒ ta suy ra 
0< J (0= ø) 4 = lìm [  (t, —,)4g = 
<lim ƒ „du — lìm ƒ”ø„đ„ = lim, — limu„ =0. 
" M H L . 
Từ đây và (*) ta được =w= ƒ h.k.n. trên |a, 6}. Điều này cũng có 
nghĩa là ¿„/”ƒ h.k.n.. Ngoài ra, vì ( y„=,, — (R) [° Ƒ(x)dx e1R 
nên có nạeN để % khả tích Lebesgue trên [z, b|. Cuối cùng. Định lí 
Levi về sự hội tụ đơn điệu cho ta 
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Jÿ fầu = lim ƒ“ø„d = lìmu,„ =(#) ƒ° ƒ(v)ah 


Định lí đã được chứng minh hoàn toàn Ê 


Định lí sau đây thuộc vẻ H. Lebesgue, nêu ra đặc trưng của lớp các 
hàm khả tích Riemamn trên một đoạn trong IR kquến hệ h,k.n. ở đây 
được hiểu là theo độ đo Lebesgue). 


3.2 Định lí. Một hàm bị chặn £ :Ía. b|— IR là khả tích Ñiemann 
khi và chỉ khi nó liên tục hẳu khắp nơi trên [a. b. 
Chứng mính. Với mỗi neN, Gọi P„, ự„. o„ là các phân hoạch và 
các hàm định nghĩa như trong chứng minh của Định lí 3.3.1. 
Giả sử / là hàm khả tích Riemamn trên [ø, b}. Từ ghép chứng minh 
của Định lí 3.3.1, ta suy ra rằng tồn tại một tập A CÍz. 5| mà ;:A =0 (độ 
đo Lebesgue) và sao cho ÿ„(v) Zƒ(x), „(x)N ZƑŒ) (khi n— &). 


mọi vớ A. Rõ ràng rằng khi đó tập Ø:= AU( Ù® „) có độ đo Lebesgue 


mi] + 
bằng 0. Chúng ta sẽ chứng mình rằng ƒ liên tục trên |z, b]\ Ð. 
Lấy tuỳ ý x,£@£ÐD và c>0 Khi đó có neN sao cho 
fu)—v„(Su)<€ và ey(As}— ƒ/(3y)<c. Trong phân hoạch , có đoạn 


DA 


¡| sao cho +A,e(x,,.x,). Hiến nhiên là „2„(xy)=ứm, và 
e„(Xạ) = M, Lúc này với mọi x e(+; ;. x,} (lân cận của xạ) ta có 

—e <m,T— Ƒ()< fCO— ƒ(y)SM,— f(xy)<e 
chứng tỏ ƒ liên tục tại 4¿ và do đó ƒ liên tục h.k.n. trên [ø, b|. 

Ngược tại. giả sử ƒ liên tục h.k.n. trên [¿. b]. Lấy tuỳ ý xạ e|ø, ĐỊ, 
+, và là điểm liên tục của ƒ. Khi đó với e >0. tồn tại ð >0 sao cho 
với mọi x e|ø. bÌ mà lx—ag|< # thì 

#)—ec< £Œ)< f(wu)+e. (*) 
Bây giờ ta hãy chọn &€N sao cho đường kính của phân hoạch #Ø, bé hơn 
Š (cụ thể, chọn & để cho (b—4)2 “ <6). Khi đó xạ e[x, ¡, x;) với một 


¡ nào đó và lúc này với mọi x e{+,„, x,) (sẽ có |x ~ xạ|< ð) thì (để ý (*)) 
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f(Sạ)—€ <m =9v(Xu)< f4) +c. 
Vì lu Cu), là dãy đơn điệu không giảm nên dễ thấy rằng „ (xạ) „7 (3u). 
Tương tự ta cũng có #„(xạ) `, ƒ(x¿). Vì ƒ liên tục h.k.n. nên điều này 
chứng tó rằng s„ 2ƒ và ¿„é,ƒ h.k.n. trên [z, bị. Vì các hầm ¿„ đo 
được (rõ ràng) nên ƒ đo được, hơn nữa ƒ bị chặn nên ƒ' khả tích 
Lebesgue. Một lần nữa Định lí Levi cho 


: tò, _ mm... 
lim „ = lim Jựớu= J Mu= lim J,tự= lim©, e1IR 


chứng tỏ lim, (©„ ~u,}=0. Điều này có ý nghĩa là với c >0 bất kì, bao 
giờ cũng tồn tại ít nhất một phân hoạch , của |ø,b| sao cho 
Q„—ư„<e (điều kiện đủ để ƒ khả tích Riemamn trong giải tích cổ 
điển). Vậy ƒ khả tích Riemann trên |a, bị Ê 


Để ý rằng một hàm không bị chặn thì không khả tích Riemann. Tuy 

nhiên nhiều hàm như thế lại có tích phân Riemann suy rộng. Liệu các 

. hàm như thế có khả tích Lebesgue không ? Nói chung là không. Tuy 

nhiên định lí sau đây cho thấy rằng câu trả lời là khẳng định nếu tích 
phân Riemamn suy rộng của |ƒ| tồn tại. 


3.3.3 Định lí. Giá sử #:lä: +oc)—!R, (ae !R) khả tích Riemann 
trên mọi đoạn con đóng của |a. +©c). Khi đá ƒ là khả tích Lebesgue 
trên |a. +œc) khi và chỉ khi tích phân Ñicmianh SuV rỘNG 1 Ƒ)jW tốn 
tạf“'. Hơn nữa, trong trường hợp này 

đụ: v) *#Ìt= J„ #x%Xh. 


Chứng mình. 


) Nghĩa là lim ƒ;Irw tồn tại và là một số thực. Cũng để ý rằng lúc này từ bất đẳng 
b—x. 

thức lí; £(x)an < TN |ƒ(x)x mọi r <š và điều kiện đủ để tồn tại tích phân Riemann suy 

rộng (xem, chẳng hạn, |N]} ta suy ra tích phân suy rộng t là ƒ(xX#v cũng tồn tại: 
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t&) Giả sử tích phân Riemann suy rộng ƒ`|ƒ(+)kx tồn tại. Để ý 


rằng ƒ và |/| đo được trên mỗi đoạn [ø, + n] và [ø, œ) = Ù Ía, a+ n] 


nà] 


nên ƒ và |ƒ| đo được trên Íz. eo). Theo Hệ quả 3.2.2, hàm tập sinh bởi 


¿ƒ! và ;: là một độ đo trên ø— đại số các tập con đo được của |4. œ} nên 
Jụ.j]dá =1im f„.„Ìfldn 
=lim J0 = ƒ`|ƒvw < + 
chứng tỏ |/| khả tích và do đó ƒ cũng khả tích Lebesgue trên [ø, o©). 


(3) Giả sử ƒ khả tích Lebesgue trên |a. œ). Khi đó ƒ* cling khả 
tích Lebesgue trên |z %). Với mỗi øe N. đặt /#(v)ì= ƒ”(x) nếu 
xela.d+nÌ và /(v)=0 nếu x>a+ø. Khi đó lim, £ (x)= ƒT (x) và 
0< /,(x)< ƒ' (x) thoả mãn với mọi x e|øz, eo). Theo Định lí 3.3.1, các 
hàm ƒ,, øeN khả tích Lebesgue và [„ \ /,đ/= ƒƑ”"ƒ?(x)dy, Do đó 
theo định Hí hội tụ bị chặn Lebesgue : 


1. „¡#'âu = lim [„„.„ #đ„ = lim hờ: lâu (x) đà. 


Điều này chứng tỏ rằng †}ˆƒ't)ah tồn tại và } 7< J„.£ dị 


Tương tự như vậy. tích phân ƒ ` ƒ” (x)đv tồn tạ và ƒ ` ƒ (x)dv= [„ 4£ dụ. 
Bây giờ từ các đẳng thức ƒ= ƒ” =ƒ và |ƒ|= ƒ* + ƒ7 ta suy ra rằng cả 
hai tích phân Riemann suy rộng ƒ" ƒ(+)dx và ƒ` |ƒ(]av đều tồn tại. 
Hơn nữa, 
P, ƒ£(\)dv =ỈU .J#dUt và J [ƑGw = ƒ„ vjVMu B 

3.3.4 Nhận xét, Sự tổn tại của tích phân Riemann suy rộng 
J„` ƒ(4)đv không đảm bảo tính khả tích (Lebesgue) của hàm ƒ. Một ví 
dụ kinh điển minh hoạ điều này là hàm ƒ(x)=(sinx)/x với /ƒ(0)=1 
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trên |0. se). Trong giải tích cổ điển ta biết tích phân Riemann suy rộng 
của ƒ tôn tại và {Ginz)/x4 =Š nhưng ƒ`(lsinxÌ/x)dx không tồn 


tại và ƒ cũng không khả tích Lebesgue trên 10. œ}. Thật vậy. với mỗi 


&eNtacó 
KT =— ch |sin x| đv. 
Do đó 
J _ = Š " `. x> TA 


chứng tỏ rằng tích phân Riemann suy rộng ƒ(sin xÌ/x)dx không tồn 
tại. Điều này và Định lí 3.3.3 cho thấy ƒ không khả tích Lebesgue trên 
l0, +). 

Đối với tích phân Riemann suy rộng với cận hữu hạn (ƒ không bị 
chặn) ta cũng có kết quả tương tự như Định lí 3.3.3, được phát biểu trong 


Định lí 3.3.5 sau đây. Phép chứng minh của nó tương tự như phép chứng 
mính Định lí 3.3.3, xin độc giả tự tiến hành lấy xem như một bài tập nhỏ. 


3.3.5 Định lí. Giả sử Ƒ:[a bÌ—»IR không bị chặn, khả tích 
Riemann trên mọi đoạn |a+e, b|Cla, bÌ (e>0). Khi đó #Ƒ' khả tích 
Lebesgue trên |a bị khi và chỉ khi tích phán ÑiCmaHH SHy rộng 


ƒJ;È(xkw = lim [2., |ƒ (x)#x tồn tại. 


BÀI TẬP 


3.1. Cho. (ƒ,), là một dãy các hàm khả tích trên A sao cho 
0<, < ƒ#, mọi ñeN. Chứng tổ rằng ƒ —>0 h.k.n. trên A khi 
và chỉ khi ƒ, ƒ„4¿—>0 (n —> œ). 


3.2. Giả sử (ƒ,), là một dãy đơn điệu tăng các hàm khả tích trên A và 
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3.4. 


3.5. 


sup J. ƒ„i. < +. 
"e 


Khi đó hầu khấp nơi trên A tổn tại giới hạn hữu hạn 
lim, ƒ,(x)= ƒ(x), ƒ khả tích trên A và 


Jim J,f#,4u= J.fâ. 
Xét hàm ƒ:IR>ÍR xác định bởi ƒÍx)=0 nếu xø(0, I| và 


: : 1 với một 0N nào đó. Mỗi 
n+1 n| 


#(x)= vn nếu. x€ Á, = 


neN. gọi ƒ,= Ÿ` VK.XA,. 
k=l 


a) Chứng minh rằng ƒ, ” ƒ trên ïR. 

b) Chứng tỏ rằng ƒ khả tích trên IR và tính Jạ đầu Œ‹ là độ đo 
Lebesgue), : 

c) Chứng tỏ rằng ƒ2 không khả tích trên IR. 

Cho A là một tập đo được và (B,), là một đãy các tập con đo được 


của 4 thoả mãn điều kiện 


B,CB,¡ neN và Ù B,=A. 


n=] 


Chứng minh rằng nếu ƒ >0 thì 
Jăm đ Jdi-= [, du. 

Cho A là một tập đo được và ø, ƒ: 4 —>IR là các hàm khả tích trên 
A. Với mỗi neN ta đặt ` 

Áy =kbe Aln <|ƒ(z|< +1}. 

B,=Íxe Allƒ (| > n}. 
Chứng minh rằng : 
a) lim ƒ, gđu=0, 


b) lim „8, =0. 


"—®x 
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3.6. Chứng minh rằng nếu (ƒ,) „ là một dãy hàm đo được trên A và 


thoả mãn 3È ƒ |ƒ,|d;< + thì 
„ri 


^ 


` fyán= 4 > £Miu. 


n=Ì 


3.7, Cho (N, (N). /) là không gian độ đo như ở Bài 2.2. 


a) Giá sử v:N>IR là một dãy các số thực. Chứng tỏ rằng x là 
hàm đo được. Chứng tỏ rằng x khả tích trên N khi và chỉ khi 


về Ix(| hội tụ và trong trường hợp này ta có Í(xd/= 3 xẮn). 


s=Ì „l 
b) Giả sử với mỗi neN. / :N— |0.+e) là một dãy số. Ta kí hiệu 


/,(k)=d„¿. keN, Hãy tính 3` /,(&)địu. Từ đó suy ra rằng 
: ml 


3.8. Cho / >0 trên A. Đặt 


_ |Jƒx), nếuƒ(x)<n. 
_ |m. nếu ƒ(x} > n. 


#(x) 


Chứng minh 
lim ƒ, #,ản = [, du. 


3.9. Cho ƒ là một hàm đo được, không âm và hữu hạn h.k.n. trên A. 
Với môi ¿e Z, gọi 


1, =HÂ[x eA1271< £(x)<2}). 
Chứng tỏ rằng ƒ khả tích trên A khi và chỉ khi $} 2< oe. 
3.10. Cho (E,), là một dãy các tập con đo được của một tập X và thoả 


mãn 3*>.,/E, < +oo. Gọi A là tập gồm tất cả những xeX sao. 
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cho + thuộc vào một số vô hạn những tập £, của họ nói trên. Đặt 
#@Á1):= 52 ¡az (Y), xe X. Chứng tỏ rằng 
a} g là hàm đo được. khả tích trên X, 


b) ;„A =0. 


„ Giá sử A= U A, với A,fA„ = Ế nếu äñzø¡ và A„ là đo được với 


n~{ 
mọi eN. Giá sử thêm rằng ƒ:A-—>IR khả tích trên mỗi Aạ. 


Chứng tỏ rằng ƒ khả tích trên A khi và chỉ khi $` dạ Wldu< +<. 
| ` 


Trong trường hợp này ta có 


J Jdi:—= bị là du. 


. Cho (N. #7(N). ø} là không gian độ đo như ở Bài 2.2. Giả sử 


/,:N IR, neN xác định bởi 


zigeli nếu l<k <”, 
0 nếuk >ứ. 


a) Chứng tỏ rằng dãy (ƒ, ), hội tụ đều trên ẤN, 


b) Tìm lim, Í /„d,. 


3.13. Cho A=(0, 1). Với mỗi neN ta đặt 


3.14. Giả sử rằng /Á< +oo và ƒ 


¡% nếu0< sẻ 
#()= d 


0 nếu —<+y<t., 
W 


Chứng tỏ rằng ƒ,„ >0 (z—>S) và tìm lim ƒ. / „4. 
8 HợN Ể 


ƒ:A-—>IR, neN là các hàm đo 
được. Chứng tỏ rằng nếu ƒ khả tích trên A và (ƒ,), hội tụ đều về 
ƒ trên A thì 


LAN 
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lim lì tuân = 1, /du. 


Hãy chỉ ra một ví dụ chứng tỏ rằng kết luận trên không còn đúng 
nữa nếu /¿Á = œ. 


3.15. Giả sử rằng /A<+œ và /„, ƒ:A->IR, neN là các hàm đo 
được. Chứng tỏ rằng 
l£ — 
⁄ ;dị: >0 
1|, — Z| 


, khi và chỉ khi ƒ,—“— ƒ trên AÍ — %). 


§ 4. TÍCH CÁC ĐỘ ĐO VÀ ĐỊNH LÍ FUBINI 


Trong mục này chúng ta sẽ thiết lập mối quan hệ giữa tích phân trên 
không gian tích với các tích phân trên các không gian thành phần. Cụ thể 
là chúng ta sẽ chứng minh rằng việc tính tích phân Lebesgue trên một tập 
trong không gian tích có thể quy về việc tính các tích phân lập trên các 
không gian thành phần (Định lí Fubini). Ta bắt đầu với việc định nghĩa 
không gian độ đo tích. 


4.1 Tích các Độ đo. - 
Cho (X, zA, ø) và (Y, E, ) là hai không gian với độ đo đủ; ø— 
hữu hạn. Ở đây „A và È là những ơ — đại số. Ta kí hiệu 
®#=Í[AxBIAe xA, Be]}. 


Vì zA^ và Ð đều là những nửa vành nên theo Bổ đề 4.2.1 Chương 3 tích 
của chúng là một nửa vành các tập con của tích Descartes X xŸ. 


Xét hàm tập z:# —>IR xác định bởi | 
T(Ax8):= uAxB, mọi Ax8e#£ (4.1) 
(để ý quy ước 0.oo = 0). Chúng ta có kết quả sau. 
4.1.1 Bồ đề. #àm tập ® là một độ đo trên nửa vành &. Hơn nữa, 


Ti ơ— hữu hạn. 
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Chứng mình. ( Rõ ràng là m(Ø)=0. và x(AxB)>0 mọi 
Axbðe#. 

() Ta chứng minh xa là øơ— cộng tính. Giả sử AxBeK& và 
(A,x8, T C® là một dãy các tập rời nhau từng đôi một sao cho 


AxB=Ù (A, B,). Ta sẽ chứng minh rằng 
DI 


HðÄAxB= = (MA, x1⁄B,). (4.2) 


n=] 
Với mỗi neN, ta xét hàm ƒ,:8—>IR xác định với mỗi ye B. 


HA, nếu ye€ÖB, 


⁄,6)= 0 nếuyeð\8, 


Khi đó ƒ, >0 và ƒ, là E— đo được (để ý ƒ, = A,.X,) với mọi „eN. 
Ngoài ra, để ý rằng với mỗi yeY nếu gọi K:= {ieNlye B} thì họ 
(A/),„„ rời nhau từng đôi một và 4 =LJ,„„ A, (độc giả tự lí giải). Do đó 
HA =5 )j./LA, và với mọi ye B 

>0 )= E HA/X§ (y)= HÀ. 

n„=] ¡eK 
Theo Hệ quả 3.1.4 (của Định lí Levi) ta được : 

HAxuB= [gHhAdU = Í„ 3` đả 


= 3 J,fñ4v= ` (HA, xư8B,). 
=l 


Vậy (4.2) được chứng minh. Dễ thấy rằng œ cũng là độ đo øơ— hữu hạn. 
Bổ đề đã được chứng minh 


Bây giờ áp dụng quá trình thác triển tiêu chuẩn độ đo trình bày 
trong §4 Chương 3 cho độ đo x trên ta sẽ nhận được một độ đo trên 
một ø— đại số bao hàm &. Ta đi đến định nghĩa sau. 


4.1.2 Định nghĩa. Độ đo thác triển tiêu chuẩn của độ đo zœ trên nửa 


vành 7€ lên ø— đại số £ các tập œ — đo được trên XxY gọi là độ đo 
tích của hai độ đo „ và (theo thứ tự ấy) và được kí hiệu là u@1. Lúc 
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này £ được kí hiệu là x3s2* và một tập £œe ¬«> đôi khi cũng được 
gọi là #>o⁄— đo được. Không gian (XxY, zA»Š, ¡©2) được gọi là 
không gian độ đo tích của hai không gian độ đo (X, zÄ, ) và (V, 5, 1). 

4.1.3 Nhận xét. 

() Chú ý rằng ;Ä¿¿> chứa øơ— đại số sinh bởi # là Z(&) và 
/r>.+z luôn là độ đo đủ. 

(i1) Ta hãy xét trường hợp đặc biệt khi X, Y là các không gian 
IR”, IR? với các độ đo Lebesgue ¿”. ” tương ứng. Lúc này IR” xIR? 
có thể coi là IR"?”, Tích của các độ đo ¿” và ¿ là ”<¡?? và độ đo 


u„ựp Chu 


Lebesgue trên IR là ¿ 

Gọi #Z là nửa vành các tập con của IR”'” có dạng Ax8 với A là 
tập đo được trong IR” và Ø8 là tập đo được trong IR”. Người ta chứng 
mình được rằng (phép chứng minh đồi hỏi nhiều chi tiết và hơi dài nên 
xin được phép không trình bày ở đây) : 


* AxØ8 do được Lebesgue trong IR”””, 
* 1 P(Ax8) , 8 ˆ(A)x? (PB) = x(A x8). 


Trong đó œ là độ đo trên  (ơ— hữu hạn) xác định bởi /¿“ và ¿ˆ như 
trong (4.1). - 
(cũng chính là thu hẹp của độ đo 


grp 


Như vậy. x là thu hẹp của ¿ 
ngoài sinh bởi độ đo trên nửa vành các gian trên IR"”?, (»"*)”}, lên 
#. Do đó ®` =Úm"??) và từ đây g"$Ju” =”" TP", ;ÄXeE=£T°, Điều 
này có nghĩa là tích của các độ đo ¿¿” trên IR” và ¿” trên IR” chính là 
độ đo Lebesgue /”*” trên IR"*”, 

4.2 Biểu diễn độ đo một tập trong không gian tích qua tích phân 
các thiết điện của nó. 

Bây giờ chúng ta sẽ thiết lập mối quan hệ giữa các tập /:22⁄— đo 
được trong XxY với các tập con đo được trong X và Y. Kết quả chủ yếu 
được phát biểu trong Định lí 4.2.1 và nó là bước quan trọng trong việc 


thiết lập Định lí Fubini ở mục sau. Trước tiên ta nêu ra một vài khái niệm 
cần thiết. 
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Giả sử AC XxY, xeX và yeY. Ta định nghĩa zhiết điện của A 
tại x (kí hiệu A,) và thiết diện của A tại v (kí hiệu là A”} tương ứng là 
các tập sau : 


A,t={yeYl(x.y)eAl: A':={xeXI(x v)eA}... 


Rõ rằng rằng A,CY với mọi xeX., 4Ì CX với mọi yeY và các thiết 
điện của A có thể là Ø. Ta nêu ra một số đăng thức liên quan tới những 
thiết điện của các tập, sẽ được sử dụng thường xuyên trong phép chứng 
mình của Định lí 4.2.1. Việc kiểm tra các đẳng thức này là đơn giản và 
xin được nhường cho độc giả xem như là một bài tập nhỏ. 


() (UA,),=U(4,) và (UÁ)' =U(A)”: 
¡cƒ 


te! š /el reil 


(b) (f14),=f(4), và A)'=n(A)}: 


re! 'ei rel rel 

(c) (AXB),=A,N, và (AVXB} =A'N#', 

4.2.1 Định lí, Giá sử Ec >x\z»2>. Khi đó E.e> n—h.kn, trên X 
và hàm x> (E,)“' là đo được trên X, thoả mãn 


ti(E) = [yU(E khu. (4.3) 


Tương tự như vậy, E`€ x\ t—h.k.n. trên Y và hằm y n(E*) tà 
đk› được trên Y, thoa mãn 
Hx(E)= ƒ, HẾE` Xu, 


Để chứng minh Định lí 4.2.1 ta cần bổ để sau. 
4.2.2 Bồ đề. Cho m là một độ do trên nữa vành , 4ì là thắc triển 


tiêu chuẩn của mm Giả sử AC X và nẺA< +%. Khi đó tổn tại một họ 


(Aj)C£ AC A¿, mọi neN và thoả mãn các điều kiện sa : 


tỉ) AC Á, và ðÒÀ, < +, mọi neN. 


Ê2 Hàm này xác định ¿ ~ h.k.n. trên X 
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ti) Với mỗi neN, A, =UAÀIA,, A,,eÑ, Aj,nA,,=ðØ khi 
l Tả 

ti) Nếu H =(Y}YA, thì pH =nẺA. 

Chứng mình. Từ định nghĩa độ đo ngoài mÌ (và Nhận xét 3.1.4) với 
mỗi øœN. tồn tại một họ (n0 CC rời nhau từng đôi sao cho 


r,=ÚC 25A và 


H. 


` . l 

HC, = 3)mC,,<m A+~—. 
;=l " 

Đặt Á, cỀn Á¿ = Á,ÑC,. neN. Ta chứng mình A„ thoả mãn có biểu 


m--Ï 
điển ở (i¡). Rõ ràng Á, thoả mãn điều kiện này. Giả sử 


` 


A —. A, -¡ 1Á, L;=ð, nếu L2 7, 


XU 
;Ị 


Khi đó 
Áụạ = Áy ¡ñC, =(ÙA, ,)0(ÙC mài) 
= nói, Đ, k 
U44 Hư j}= ha . 
trong đó D,=A,,,OC,,e®w. Các tập D,, rời nhau từng đôi 


(Í./€N). Vậy A„ cũng có đạng trong (ii). Ngoài ra, Á,e/, A,¡C A,„, 
ÁC A¿, HA, Š ñC„ < +óc, mọi ø, Vậy (A,),„ nghiệm đúng () và (1). 


Nếu H=ÍÀA, th He( HỌA, puH=lim,uA, (để ý 
#à| 


JLÁI = HẾt < +oc). Lúc này với mọi „6N, 


mỉ Á S HÀ, < HC, <nỦA+ ° 
n 


và do đó /¿ = 0Á, (111) cũng được chứng minh R 


Chứng mình Định lí 4.2.ƒ. Ta chứng mình phần thứ nhất của định lí. 
Phần thứ hai được chứng minh tương tự. Trước hết, chúng ta nhận xét 
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rằng nếu E,e> /—h.k.n. trên X thì hàm x+(E,) tương đương với 


hàm ạ.: X —>IR xác định bởi 


⁄(E,) nếu £, 6>, 
@;(x)= l 
0 nếuE,ứ%. 
Giả sử Ee +:>. 


(Ï) Trường hợp ¿:›2⁄(E) < +œ. Ta tiến hành chứng minh theo các, 
bước sau: - 

Bước ï. Giả sử E =AxBe#. Hiến nhiên là E, =8 nếu x€A và 
E, = Ø nếu xế A. Do đó với mọi xeX, £,€> và 


U(E,)=B.XA(). 
Điều này chứng tỏ rằng œ là đo được trên X và 


JyU\(E,}lu= [LB.XA(xv)dn = HA xuB = sU(E). (*) 


Bước 2. Giá sử E có dạng E= Ù A, với E,e# và E,nE,„ =Ø 


LAI 


nếu nzm. Vì E,= Ù (E,) 


„=Ì 


và môi ø, (E,) e> theo Bước I nên 


\,=%. mọi veX. 


H 


Bây giờ với øeN ta định nghĩa œ(x)= š2z((E,),). xe X. Theo 


ri 


Bước 1, mỗi ø, ø, đều là hàm đo được và ta có : 


J,®d4u(x)= SỤ, L((E, lề )d„@) = 
¡=1 (**) 


Lj 


=3`0i{E,)— k«U(E). n—> o, 


¿.l 
Mặt khác vì họ ((E,),)_„ rời nhau từng đôi nên v(Œ,)=3z((E,),) và 
do đó 0<đ, 2đ. Vậy @ là đo được. Định lí Levi cùng với (**) cho ta 
Jy(E,)du = [@du = lim [L đáp = nœ(E). 
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Bước 3. Gia sử E= ñ E„ với Euu¡C Eạ neN, Hi‹(E,)< + 


„ị 


: ` 
và với mọi 0, £„ có dạng như ở Bước 2. Khi đó È,= A(£,), và 


NI 


(E,) Š mọi ø„eN nên £, eÈ. Ta cũng có (E,„.¡) C(E,),, neN và 
ÊE)) <%+< ñhkn, trên X (Vì ⁄(E,),. hay cũng vậy oị, khả tích 


theo (*)). Do đó nếu với mỗi øeÁN. đặt óö, (v)== Œ (xy). xveX thì 


œ Lv) = E, =lim”(E,), = lima,(x). h.kn. trên X. 


Vậy 0<ö,SL@, Các hàm øö là đo được (Bước 2) nên ¿. cũng đo được. 
Ngoài ra ö, khả tích nên Định lí Levi về sự hội tụ đơn điệu cho ta 
lu(E,)dr= lyadn = Tìm Ñoydn = 


=lim,>:⁄(E,)=m(EÌ), 


Bước 4. GIÁ sử 0Ð ?2U(E)=0. Theo Bổ để 4.2.2, tồn tại một tập 
Bez\+E sao cho £ÉCB, s5U(B)=psv(E) và B có dạng mô tả ở 
Bước 3, — 

Theo Bước 3. 8,e>% ~h.k.n. trên X và ƒ dœđ#:= [v1(B,}lu = 
gi U(B)=0, Để ý ¿>0 (da được định nghĩa như œ.) nèn œ =0 
h.k.n. trên X hay ⁄{PB,)=0 h.kn. trên X. Lại vì E,.C 8. và là đủ 
nên £,e>* và do đó {E,)=0 hk.n. trên X. Vậy ¿=0 trên X và 
cuối cùng ta được 

Jyœdu# =0=yU(E,) du = U(E). 

Bước 5. Trường hợp tổng quát : E£e zÀ<:Ÿ, /i®⁄(E)< +. Cũng 
từ Bổ để 4.2.2, tồn tại hai tập 8, CexzA2ÐÈ, 8 có dạng mô tả trong 
Bước 3. />:⁄(CÌ—=U, 6ú (BÌ=p⁄U(E) và E=BSVC. Bây giờ vì 
E.=8Ö.$C, và theo các chứng minh trên Ö8,,. Œ, 3> h.k.n. trên X nên 
E,e> h.k.n. trên Ä. 
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Mặt khác, dễ thấy rằng ứ; = ứ —ứ. h.k.n. trên X mà ý, và é- là 
những hàm đo được nên @ đo được trên X. Hơn nữa ợ; = ớ, h.k.n. trên 
X. Từ đây, 

(E,wMu = [du = u® U(B) = #$(E). 


(ii) Trường hợp ®@u(E)< +oc. Để ý rằng đo ¿ và z đều là các 
độ đo ơ— hữu hạn nên /$1⁄ cũng là ơ— hữu hạn. Vì vớ E có thể 
được biểu diễn dưới dạng 

E= Ù lạ, E, C ST by <zA@%, u®U(E,) <+œ, 


n=l 


mọi øeN. Lúc này vì với mọi øeN, (E,) eÈ hk.n. trên X và 


Cẻở 


E,= U(E,), nên E,e h.k.n. trên X. Ngoài ra, để ý rằng ((,) ) là 


n„=| k Xến 
đãy đơn điệu không giảm nên ¿(E,)= lim, ⁄(E,), „„— hâu khắp trên X. 
Từ đây, 0<# „”đ h.kn. trên X nên œ đo được. Cuối cùng Định lí 
Lévi cho ' 

l„v(E,)4u = Íy& 4u = lìm [vé đụ = 
= lim,@1(E,)= ®). 

Định lí đã được chứng minh l 

4.2.3 Nhận xét. Định lí 4.2.1 khái quát một kết quả quen biết của 
tích phân Riemamn trên IR”, chẳng hạn, điện tích một miền G trong IR? 
bằng tích phân (trên IR) các lát cắt Ớ, của nó. 

Đặc biệt nếu ƒ >0 thì F ƒ(x)đ» là diện tích của hình thang cong 


giới hạn bởi các đường x=a, x7, trục hoành và đồ thị hàm y= ƒ (+). 
Kết quả này thể hiện ý nghĩa hình học của tích phân Riemamn. Đối với 
tích phân Lebesgue ta cũng có kết quả tương tự. 


4.3 Ý nghĩa hình học của tích phân Lebesgue. 
Giả sử (X, zA, ) là một không gian với độ đo ¿¿ đầy đủ và ơ— 
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hữu hạn. Ä⁄ c zA và ƒ là hàm không âm, khả tích trên M. Đồ thị dưới" 
của hàm ƒ là tập 
@:={(x, y)eXxIRlxeM, 0< y(x)}(®*). 

Bây giờ ta lấy Y=IR, >=£ là ơ— đại số các tập đo được Lebesgue 
trên IR và z là độ đo Lebesgue trên LR. Khi đó QC XxIR. Ý nghĩa 
hình học của tích phân Lebesgue được thế hiện rõ trong định lí sau đây. 

4.3.1 Định lí. Đồ thị dưới Q của ƒ là tập ð©— đo được, nghĩa 
là Qe xÀ%£. Ngoài ra, 

¡®0(0)= Í„ âu. (4.4) 

Chứng minh. Trước hết để ý rằng nếu Ở e ;A @ € thì đẳng thức (4.4) 
là hệ quả trực tiếp của Định lí 4.2.1 với lưu ý rằng @, =Í0,ƒ(x)}. 
1Q, = ƒ(J nếu xeM và Q, =Ø, Q, =0 nếu xợ M. Do vậy ta chỉ 
cần chứng minh Q zA$£ là đủ. 

(¡) Giả sử /uM < +oo. 


(ad) Nếu ƒ là hàm đơn giản có biểu diễn ƒ=ÿ`c,XM, thì 


;=l 
O=ÙO, với 0 :=M,S|0,œ|. (=1.2,...n. Vì @ezA%£ mọi 
œ<l 


i=l/2...n nên @e„zA%£ Để ý rằng trong trường hợp này 
/¿(@) < +oc và (4.4) đúng theo nhận xét trên. 

— (8) Nếu ƒ đo được (không âm), bị chặn trên #Z thì theo định lí 
về cấu trúc hàm đo được, tồn tại một dãy các hàm đơn giản không âm 
(Sz)„„„ sao cho 0<s„ 2ƒ và sự hội tụ là đều trên #⁄. Với mỗi neN, 
ta đặt 


È) Thuật ngữ "đồ thị đưới” (subgraph) do nhà toán học Liên Xô I.P. Natanson (1906 ~ 
1964) đưa ra. 


C Nếu với xe mà ƒÍx)= +>¿ ta quy ước hiểu thiết diện Ó, tại x là |0.+2) thay 
cho |0. +oc]. Như vậy có thể coi QC X xIR. Vả lại, với giả thiết ƒ khả tích trên #M⁄ tập 
các điểm x như thế có độ đo bằng không. 
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n+l nếuƒ(x)>ñ, 
đ$(x):={ m 


Eh £ứ)e| 


mm] ” 
2" 2" 


„ml, 2c say n2"}. 


Dễ dàng chứng minh được nuệii (xem Chứng minh Định lí 5.4.1 Chương 3) 
(b„)„ là đấy đơn điệu không tăng các hàm đơn giản không âm và ó, > ƒ, 


mọi nñ€N. Ngoài ra, j ` ,ƒ đều trên M Do đó với mọi e>0 có 
nạ €N sao cho s„ < ƒ<È„ trên Äƒ và ở, —s, <e€/ÄMf. Do đó 


NI Q„ âu = sp < €, 
Bây giờ nếu gọi Ợ,, và G, lân lượt là đồ thị dưới của s„. và ở,, 
thì rõ ràng rằng @, C@C G„.. Theo (œ) (có sử dụng (4.4)) ta được 
¿S(0,,XG,)= #ứ®@(Q,,)— 9 1(G, ) 
=Ỉự d, đu — biệ $„ ấu <€. 
Từ đây ta dễ dàng suy ra Q€ zÀ£. 
() Giả sử ƒ >0 tuỳ ý. Khi đó nếu đặt, neN, 


ƒ(z) nếu ƒ(y)<øm, 
¡ñ nếuf(x)>n 


f,(x):= 


thì 7, là đo được, không âm. bị chặn trên 3 và hơn nữa, Q= Ù Q9, (O, 


„ml 


là đồ thị đưới của la Theo phần (7), Q,e„xAÀ@Z, mọi øeN. Do vậy 
Qc xì. 


(D Giả sử Ãƒ=+oco. Vì 6 là ơ— hữu hạn nên có thể viết 


M= Ù M, với ð¿M,<+oö mọi neN. Bây giờ nếu gọi Ợ„ là đồ thị 


#m=[ 


dưới của hàm ƒ thu hẹp lên A⁄„ thì dễ thấy rằng Ø= Ù @,. Theo chứng 


n=l 


minh trên Q, 4%, mọi ØeN. Do đó QcA@£ f 
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4.4 Định lí Fubini'°. 

Cho (X, zA, ø} và (Y, Ð, ⁄) là hai không gian với các độ đo đủ, 
ơ— hữu hạn và (XxY, ;A@E, @ø} là không gian tích của chúng. Giả 
sử ƒ:XxY -+IR là hàm ;A@š~— đo được””, Kết quả cơ bản nhất của 
Mục §4 này là định lí sau. 


4.4.1 Định lí. (Fubini) Giả sử ƒ:XxY —>IÑ là hàm ;A@E~ đo 
được. Khi đó nếu ƒ >0 hay ƒ khả tích trên XxY thì các tích phân lặp 
San tồn tại 


J„[Ÿy #8vldp, JyLÍy tân 
và ta có đẳng thức 
J1 /4u80)= [2L fivdu = Uy fdud (4.5) 

Hơn nữa, khi ƒ khả tích trên XxY thì với hân hết các yeY, hàm 
XĐx(x,y) khả tích trên X và với hấu hết các xeX, hàm 
YÐĐ y> ƒ(x, y) khả tích trên Y. 

Chứng minh. Trước hết ta chứng mình đẳng thức thứ nhất trong (4.5). 

Nếu ƒ=y; với Ee zA@% thì từ Định lí 4.2.1 ta được 

JŠư xe4(u®v)=u®0(E)= ƒy HẲEY Mu, 


Mật khác, với mỗi yeY cố định thì „;(x, y}=l nếu xeE* và 
xz(+. y)=0 nếu xế E" cho nên 
H(E")= Jy xe(x, y)ụi. 
Đo đó 
đz.v xe(3 y)4(u®1)= f Ly „e(x, y)dw]du 
Từ đây ta suy ra (4.5) cũng đúng với các hàm đơn giản không âm. 


Ÿ G_ Pubini (1879 ~ 1943), nhà toán học Ý, 
Ế Nếu ƒ xác định trên một tập Á  „À@E thì ta đặt ƒ(x, y):=0 khi (x,y}# A) 
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Giả sử ƒ >0 và (ƒ,), là dãy các hàm đơn giản không âm sao cho 
0<, z”ƒ. Khi đó 
JyUJyf24uWw = [yv f,4(u®v)— [yuy (6 0), 
khi ø—>oc. Ngoài ra, với mỗi yeY cố định thì 0< ƒ,(x. y) ⁄*ƒ(x, y. 
mọi ve X nên 
0< (x,y)đ,Œ) 2 ƒ„ƒ(x.ywu(), mọi yeŸ. 
Định lí Levi về sự hội tụ đơn điệu cho ta 
Jjm JyLJy f.duld⁄ = JyLÍy fÄuldu. 
Vậy 
Jy„v 4(u®)= ÍQLÑy đu]au. 
Nếu ƒ khả tích trên XxY thì áp dụng điều vừa chứng minh ở trên 
cho các hàm ƒ*, ƒ~ (=7 =—) ta được : 


lv fˆ4(u®2)= JyLƒ,f” du]áu < +œ, 9 
J„vf 4(u®u)= JyUy# 4uldv < +eœc, (**) 


Các hệ thức trên cho thấy các tích phân ƒƒ”đ,(x) và ƒ„ƒ du(+x) là 
hữu hạn với hầu hết các yeY. Do đó với hầu hết các yeY, hàm 
xe ƒ(x, y) khả tích trên X. (4.5) được suy ra từ (*) và (**). 

Đẳng thức thứ hai trong (4.5) và khẳng định còn lại có thể chứng 
minh được hoàn toàn tương tự Ê 

4.4.2 Nhận xét. 

() Định lí Fubini cho phép ta, đưới các điều kiện đã phát biểu, đưa 
việc tính một tích phân bội trên không gian tích về việc tính các tích phân 


lặp trên các không gian thành phần hoặc đổi thứ tự lấy tích phân trong 
các tích phân lặp. 

(ïï) Để có thể áp dụng Định lí FubBini cho một hàm không thoả điều 
kiện ƒ >0, trước hết ta phải khẳng định tính khả tích của hàm 202 trên 
không gian tích và đây là một vấn đề khó. 
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Sự tồn tại các tích phân lặp (cho dù là hữu hạn) nói chung không đủ 
để kéo theo tính khả tích của ƒ. Để minh hoạ chúng ta hãy xét trường 


hợp X=Y =|0. l], ¿—ư là độ đo Lebesgue còn hàm ƒ xác định bởi 


ƒ(x. y)=(?—yw?)/(x2 + wŸ nếu (x, y}z(0,0) và /(0,0)=0. Dễ 
đàng thấy rằng 


JbLƒ) ƒ(, y )4ty==2 và ƒ[ƒƒ(x, y)dbdy = 


Định lí Fubini chứng tỏ ƒ không khả tích trên [0, !]x|0, 1]. 
Tuy nhiên ta có định lí sau, rất thuận tiện trong áp dụng. 
4.4.3 Định lí. (Tonelli) Cho ƒ:XxY-—>1R là hàm A32 E— đo 
được. Nếu một trong hai tích phán lặp 
ƒyUW|/|auládg nay J,L2 lá 


hữu hạn thì ƒ khả tích trên XxY và đẳng thức sau nghiệm đúng. 
Jy„y #1u®)= JyLWy #ldu = I1 dat. 
Chứng minh. Áp dụng Định lí Fubini cho hàm |ƒ|> 0, ta được 


J f4 eu)= f | f|dvlae= JyUy He — 
Lúc này nếu một trong hai tích phân lặp đã phát biểu ở định lí hữu hạn 
(tích phân còn lại cũng hữu hạn) thì l| khả tích và do đó ƒ cũng khả 
tích. Khẳng định còn lại được suy từ Định H Fubini 
4.4.4 Ví dụ. Giả sử X =Y =N, zA=>= Ø(N) và H=U là các độ đo 
đếm được trên Z{N) (Ví dụ 2.2.3 Chương 3), Khi đó một hàm ƒ :NxN —IR 


là (u@¿⁄)— khả tích khi và chỉ khi 3) 3} |ƒ (», m)|< +oo. Trong trường hợp 


n=lm:=l 


này ta có 


Ív/4(u®2)= S 3S ƑÍn, m)= ŠŠ 3 Ƒ(n, mộ, 


7= m=l m=Ì n=l 


Thật vậy, khẳng định trên được suy ra từ các định lí Fubini, Tonelli 
và các đẳng thức sau 
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SN! (im) Ldu0n)]d(n) = [V3 | Ƒ(nm0lJd(n) 
m=l 


= 3 ` l #(n,m) l. 


#Ì m=1 


Đẳng thức cần chứng minh là sự thể hiện cụ thể của đẳng thức trong Định 
lí Tonelli. 


BÀI TẬP 


4.1. Cho (X, „A, ¿) và (S, >, z) là hai không gian độ đo với các độ đo 
ơ— hữu hạn. Giả sử £,  e zA@ sao cho ⁄(E,)=(F,} — h.k.n 
trên X. Chứng tỏ rằng 

u(@U(E) = tr (F), 
4.2. Giả sử ƒ:NxN —›|0,+ooÌ. Sử dụng Định lí Fubini để chứng tỏ rằng 
Š È /6sm)= Ê Ê /(nm) 


n=l m=t m=l #={ 


4.3. Chứng tỏ rằng nếu ƒ(x,y)= ye "**”, mọi x,ye |0.) thì 


TU 7G,yd@Jd,@ì= TỶ fG,y)4O)]4u@. 
00 0 0 


Từ đây hãy suy ra rằng 


1Ã. 
Jo~° dịu = S_ 
BÀI TẬP ÔN 


Bài OI. 


Cho (X, zA, ) là một không gian độ đo và ƒ là một hàm khả tích 
trên X. Chứng tỏ rằng ¿ là độ đo ơ— hữu hạn. 

Bài O2. 
Giả sử ¿ là một độ đo ơ— hữu hạn trên „4, 
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a) Chứng tố rằng tồn tại một họ (A,) ca Cz^ thoả mãn các điều 


kiện: 

` 
A,fDA„ = Ố nếu msn, HÀ, < +oc, neNÑ, X=UA„, 
n=Í 


b) Giả sử (A„), là họ tập như ở câu a). Với xe X ta đặt 


J 


| nếu ve 4, mà /¿A, =0, 
G&)= 


n? hA, 


nếu x € A,„ mà /A,„ >0. 


Chứng tỏ rằng ƒ khả tích trên X. 
Bài O3. 
Giả sử (ƒ, ), là một dãy các hàm đo được, bị chặn trên A và 


¿A < œ. Chứng mỉnh rằng nếu ƒ, hội tụ đều về ƒ trên A thì 
lim 1, 4u = J, du. 
Hãy chỉ ra một ví dụ chứng tỏ rằng khẳng định trên không còn đúng 
nữa nếu /A = co. 
[Hướng dân. Xem bài 3.12]. 
Bài O4. 
Giả sử (X, zA, ¿;) là một không gian độ đo. ƒ: X —>|0,+Ƒoo] là một 
hàm đo được. Gọi z là độ đo sinh bởi ¿ và ƒ (nghĩa là ⁄ được xác 


định bởi | | 
U(E)= [„ Rău, (E  ~A)). (®) 
Chứng tỏ rằng với mọi hàm đo được g:X ©|0.+oo] ta có : 
Jyedư = [ve.fâu. 6%) 
Bài O5. 


Cho 7 là một gian trong IR và ƒ:/ —IR khả tích Lebesgue. Giả sử 
4 be1R, a0. Đặt J—Í(c—b)/alxe!}, Chứng tỏ rằng hàm 
ø:J ~>IR xác định bởi g(xì= ƒ(ax-+b), xe / là khả tích và ta có 
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J, #au =lal ƒ, sáu. 


[Hướng dẫn. Trước hết hãy chứng minh cho trường hợp ƒ là hàm 
đơn giản không âm và để ý đến Bài tập 4.8 Chương 3.] 
Bài O6. 


Cho (X, z\,) là một không gian độ đo với (X)<=. Gọi 
Ằs(X, zA, ) là họ tất cả các hàm đo được, hữu hạn h.k.n. trên X. 
Trong S(X, zÀ, /} ta xem hai hàm tương đương chỉ là một. Với 
ý, øe.S(X, „A, ”) ta đặt 


|ý(x)— g(z+)| 


2U) 1 L/0)—gG] 


a) Chứng tổ đ là một mêtric trên S(X, ~A, /). 

b) /./, cS(X, zA,), neN. Khi đó 4(f,..ƒ)—>0 khi và chỉ khi 

#—“—>ƒ trên A. 

c) Chứng minh rằng (.S(X, zA, ;), đ) là một không gian đây đủ. - 
Bài O7, 

Giả sử ¿ là độ đo đủ, ƒ„,ƒ là các hàm khả tích trên 4 thoả mãn 


J„|ƒ,T— fu —» 0. Chứng mình rằng ƒ,—“—› ƒ. Hãy chỉ ra một ví 
dụ chứng tỏ điều ngược lại không đúng, : 
Bài O8. 


Giả sử (ƒ,), là một dãy các hàm đo được trên A. Chứng tỏ rằng nếu 
J2|⁄„ — /|du >0 khí &, j — oo 
thì tồn tại một dãy con (ƒ() của (ƒ,), sao cho (/,) hội tụ hk.n. 


trên A4 về một hàm có giá trị hữu hạn và đo được trên A. 
[Hướng dẫn. Chứng tỏ rằng 


ve>0, lim g{xe All/ (x)~ #Œ)|>e}=0 


sau đó áp dụng Bài O17 Chương 3]. 
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Bài O9. 
Cho £ là một tập đo được và gọi /'(E, ¿:) là tập hợp gồm tất cả 
các hàm khả tích trên £. Trên #'(E. ¿¿) các hàm tương đương được 
xem là một. Với ƒ. ge (E, ,). ta đặt 
4(ƒ, ø)= JgƯ — gu. 
Chứng tỏ rằng 
a) tế (E, „), 4] là một không gian mêtric, 
b) ƒ„— / trong (U(E, n, đ) thì ƒ,——¬ƒ trên E, 
©) ('(E, „), đ) là một không gian mêtric đủ. 
Bài O19. l 


Tính các tích phân Lebesgue trên (0.+oo) của các hàm số sau : 
ƒ#Œ)=e `; gíy)=—— 
trong đó [x] chỉ phần nguyên của x. 
Bài O1. 
Cho (E,),„ là một đãy những tập đo được thoả mãn E 


n+Ì _= Bà, mọi 


neN và ƒ là một hàm khả tích trên Z,. Chứng tỏ rằng 
{ #ụ= Jưm J, đâu 
ù= 
Bài O12. 
Cho (ƒ„)„ là một đãy hàm đo được. hội tụ theo độ đo (Lebesgue) đến 
hàm ƒ trên |0, 1]. Ngoài ra, 


/„|< M. mọi x e|0, I], mọi neN (M 
là một số dương nào đó). Giả sử g:|—M. M]—>IR liên tục. 
a) Chứng minh rằng go ƒ, là (L)— đo được trên [0, 1]. mọi øeN và 


ø#°9ƒ#,——goƒ trên |0. I|, 
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b) Chứng tỏ 
Jim Jọi#9 tuân = Jụj;# S #ầu. 
Bài O13. 
Giả sử ƒ là hàm khả tích trên £ với 0<¿;¿E£<+œ và ƒ(v)>0 
với mọi ve £. Chứng minh rằng nếu 0< œ < /:E thì 
inf { ƒ, Âu leC E, re >a}>0. 
Khẳng định trên còn đúng không nếu /uÉ = +œ ? 
Bài O14. 
Giả sử ƒcCŒ ¡, ƒ(0)=0 và ƒ khả vi tại 0. Chứng mình rằng 
£(x) 
xửx 


hàm gÍx)= khả tích Lebesgue trên [0. 1]. 


Bài OI15. 
Cho (ƒ,), là một đãy các hàm không âm, khả tích trên A và 
7,0 h.k.n. trên A. Giả sử rằng tồn tại một số thực A >0 sao 
cho ƒ max{f./;.--,/,}du<M với mọi neN. Chứng tỏ rằng 
J,f,du 0 khi n — so. 

Bài OIó6. 
Cho ƒ là một hàm khả tích trên X và ƒ, #<œ với mọi tập đo 
được EC X mà ¿< +œ (œ là một số thực nào đó). Chứng minh 
ràng ƒ_ ƒ#<¿. Kết luận còn đúng không nếu bỏ đi giả thiết ƒ 
khả tích trên X ? 

Bài O17. 
Cho ƒ:X-—>IR sao cho cả ƒ và ƒ? đều khả tích trên X. Chứng 
tỎ rằng 
a) Nếu l< p<2 thì ƒ” khả tích trên X, 


1 


b) Tìm (ƒy ƒ4p)? = Íy /M 
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[Hướng dẫn. a) Đặt gạ = max {ƒ, ƒ?}. Chứng minh ƒ” < g. 
b) Xét (p,), CỊI, 2], p„ —>l! và xét hàm w(p)= ƒ„ƒ"4,. Chứng 
minh rằng ¿(p„)}— œ1)... 

Bài OI8. 
Cho ƒ là một hàm khả tích trên X và có tính chất ƒ ƒ"đ= [„ fdu. 
mọi øœN. Chứng minh rằng tồn tại một tập đo được £C X sao 
cho ƒ=y; h.k.n. trên X. 


[Hướng dẫn. Trước hết chứng minh cho trường hợp ƒ >0. Đặt 
E=lxeXIƒ(x)=1}, £, ={[xeXIƒ(Œ)>e}, «>1. 

Chứng mình /£, =0 rồi suy ra ƒ<I h.k.n. trên X. Chứng minh 
Jƒ(1=/)au =0 


Bài OI9. 
1 
a) Tính (L) Í. -=———=d(, œe(0, 1Ì. 
dạn Rrm (0. !Ì 
b) Giả sử z:N —>(0, lÌ1Q, re rÍ»)=z„ là một song ánh. Chứng 
minh rằng 


hội tụ h.k.n. trên ÍO, 1]. 
Bài O20. 
Giả sử (X, zA, ;) là một không gian độ đo (2A là một ø— đại số) 
và ý: Xx(a, b}—>IR là một hàm số thoả mãn các tính chất sau 
() Với re(a, b), hàm số ƒ(..:) là đo được, 
(ii) Tồn tại một hàm #: X—>IR và /¿ c[a, b| sao cho 


h(x)= lim ƒ(+x, £)}= h(x) với hầu hết xe X. 


t¬% 


Chứng minh rằng # là một hàm khả tích trên X và 
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lim Jf(x)du= [ý lim ƒ(x,t)du =.Jy„h(x)dụ. 


Ghi chú. Trong bài này (a, b} có thể là khoảng không bị chặn trong 
IR và rạ là một điểm tụ của (z, b), tức là ¿; có thể là +oo.- 

Bài O21. 
Giả sử (X, zA, ) là một không gian độ đo đủ (zA là một ơ— đại 
số) và ƒ:; X x(a, b)—>!R. là một hàm số thoả mãn các tính chất sau 


(¡) Với mỗi ? c(a, b), hàm ƒ(..r) khả tích trên X, 


() Tồn tại :¿ e(a, b) sao cho đạo hàm riêng Tứ tạ) tồn tại với 
hầu hết các xe X, 
(i1) Tồn tại một hàm ø khả tích trên X và một lân cận V của fọ 
sao cho 

ƒ(x,)— f(x, tp) 


t¬ih 


<£Œ) 


với mọi £œV \{¿,} và hầu hết các x e X. Chứng mình rằng 


9 


a) Hàm số are) xác định và khả tích trên X, 
f 

b) Hàm số #Ƒ:(a. )—IR định nghĩa bởi 

Fữ)= J„ƒ(x, ))đụ 

khả vi tại í„ và 


? 8 
F (}= l0) tạ khu. 
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